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1. Numeros reales: Propiedades
basicas

El primer paso para avanzar con provecho en el estudio del Analisis Matematico
es establecer solidamente la base sobre la que se asienta todo él: El cuerpo R de
los ntimeros reales.

Entre las distintas formas que tenemos de introducir el cuerpo de los niimeros
reales, elegimos hacerlo de forma axiomatica debido al bagaje de conocimientos que
se presupone.

1.1. Axiomas de cuerpo

Admitimos la existencia de un conjunto R, conjunto de los nimeros reales, que
tiene las siguientes propiedades.

A. En R hay definida una operacion binaria, llamada suma y denotada por “47,
que verifica los siguientes axiomas:

A.1 La suma es asociativa: (a +b) +c=a+ (b+c¢), Va,b,c € R.
A.2 La suma es conmutativa: a +b =0+ a, Va,b € R.
A.3 Existe un elemento neutro para la suma:

JeeR : a+e=a, VaeR
A.4 Todo nimero real admite un simétrico para la suma:
YVoeRIER : a+b=c¢e

Estos 4 axiomas se resumen diciendo que R con la operaciéon suma es un grupo
conmutativo o abeliano.

Proposicion 1.1. Respecto a la operacion suma, se cumplen las siquientes propie-
dades:

1. Solo hay un elemento neutro para la suma en R.
2. El simétrico para la suma de cualquier nimero real es unico.

Demostracion. Demostramos cada parte por separado:
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1. Si e fuera otro elemento neutro, tendriamos que

e=et+e=ce

2. Para probar la unicidad del elemento simétrico para la suma, dado a € R,
supongamos que by ¢ son elementos simétricos de a. Entonces, a+b = e = a+c,
por lo que

b+(a+b) =b+(a+c) < (b+a)+b= (b+a)+c<=e+b=ect+c<=b=c

]

De ahora en adelante, al elemento neutro de la suma lo notaremos por 0. Al
simétrico de a lo representaremos por —a y lo llamaremos el opuesto de a. Escri-
biremos a — b en lugar de a + (—b)

B. En R hay definida una operaciéon binaria, llamada producto y denotada por
yuxtaposicion o “”7, que verifica los siguientes axiomas:

B.1 El producto es asociativo: (ab)c = a(bc), Va,b,c € R.

B.2 El producto es conmutativo: ab = ba, Va,b € R.
B.3 Existe un elemento neutro no nulo para el producto:

JueR, u#0 : au=a, Va eR
B.4 Todo ntimero real no nulo admite un simétrico para el producto:
Vae R—{0} IbeR : ab=u
B.5 El producto cumple la propiedad distributiva respecto de la suma:
a(b+c) =ab+ ac, Ya,b,c € R

Los axiomas A y B se resumen diciendo que el conjunto R es un cuerpo conmu-
tativo.

Proposicion 1.2. Respecto a la operacion producto, se cumplen las siguientes pro-
piedades:

1. Solo hay un elemento neutro para el producto en R.
2. El simétrico para el producto de cualquier nimero real es unico.
Demostracion. Demostramos cada parte por separado:

1. Si u fuera otro elemento neutro, tendriamos que

uU=uu=1u



Calculo 1 1. Ntimeros reales: Propiedades béasicas

2. Para probar la unicidad del elemento simétrico para el producto, dado a € R,
supongamos que b y ¢ son elementos simétricos de a. Entonces, ba = 1 = ac,
por lo que

bac = bac <= (ba)c = b(ac) <= lec=bl <= b=c

]

Por tanto, queda probada la unicidad del elemento neutro y simétrico para el
producto. Al elemento neutro del producto lo llamaremos 1. Al simétrico de a lo
notaremos a~' o 1, y lo llamaremos el inverso de a. Sia € Ry b € R — {0},

escribiremos % en vez de ab™!.

1.2. Axiomas de cuerpo ordenado

C. En el conjunto R hay definida una relacion binaria, <, que verifica los si-
guientes axiomas:

C.1 Propiedad reflexiva: a < a, Va € R
C.2 Propiedad antisimétrica: a < by b<a = a=0,Va,beR
C.3 Propiedad transitiva: a < by b<c=a <c¢ Va,b,c e R

Estas tres propiedades se resumen diciendo que en R hay definida una relacion
de orden.

C.4 La relacién de orden < es total:
Va,b € R, a <b,obien, b<a
Los siguientes axiomas ligan la relacion de orden con la estructura de cuerpo.
Ch5VeeR, Va,beR : a<btenemos que a+c<b+ec.

C6VeceR : 0< ¢, Va,b eR : a<btenemos que ac < be.

Notacion. Algunas notaciones relevantes para la relaciéon binaria descrita son:
= Diremos que a < b <= a<bya#b.
= Diremos que a > b <= b < a.

= Diremos que a > b <= b < a.
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Las siguientes notaciones son usuales:

R*={acR : 0<a)
Rf={aeR : 0<a}
R ={aeR : a<0}
Ry ={aeR : a <0}
R* =R — {0}

Los axiomas A, B y C se resumen diciendo que el conjunto R es un cuerpo con-
mutativo totalmente ordenado.

Para completar la axiomatica del niimero real, queda por enunciar un ultimo
axioma. Este axioma, que es sin duda el méas importante, se introducird mas ade-
lante por dos razones. La primera es la necesidad de introducir algunos conceptos
para poder dar su enunciado. Por otra parte, los axiomas del cuerpo ordenado nos
permiten deducir una amplia gama de propiedades que no necesitan el axioma que
nos falta.

1.3. Valor absoluto

Definicién 1.1 (Valor absoluto). Dado a € R, definimos el valor absoluto de a,
notaremos |a| como

1a >
|a|:{ asiaz0 }:méx{a,—a}

—asia<0

1.4. Ejercicios
Ejercicio 1.4.1. Probar las siguientes propiedades:
1. Va e R, a=—(—a)
2. Va,beR, —(a—b)=b—a
3. Va,b,c e R, a+b=a+c<= b= c (Ley de cancelacién)
4. Va € R, a -0 = 0. En particular, el 0 no tiene inverso.
5. Sia,b € R tales que ab =0, entonces a =0 V b=0.

6. Va,b € R, Ve, d € R* tenemos que

8_2_ ad + be
b d  bd
a c ac
b d bd
7. Ya,b € R tenemos que a(—b) = —(ab) = (—a)by (—a)(—b) = ab
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Notacién. A partir de ahora, notaremos a? :=a - a Va € R.

Ejercicio 1.4.2. Dados a, b, c,d € R, probar las siguientes propiedades:

1.

(\)

w

i

&

oo

a<b<= —b< —a

.{a<b —a+tc<b+d

c<d

a<b
{ S = ca>=ch

c<O0

{a<b
= ac < bc
0<e

. a-a>0VaeR* En particular, 1 >0y

0<l<l+1<1+1+4+1<... (R tiene “muchos” elementos)

a € R <= a1 e R"
a€ER «—=a'leR"

0<a<b<=0<;<+

— 0 < ac < bd

O0<a<b
O0<e<d

Sia,b € R", entonces a < b <= a? < b?

Ejercicio 1.4.3. Probar las siguientes propiedades del valor absoluto:

1.
2.

10.

 Va,beR, b#0, |2 =l

Va € R, |a] =0

la| =0<=a=0

. Va eR, a<|a
. VaeR,|—al =]a|
. Va,b € R, |ab| = |a| - |b]

1o]

Dados a,b € R, |a| <b<= —-b<a<b

. Va,b € R, |a+b| <la| + |b] (Desigualdad triangular)

. Va,b €R, |a—0b| > |a| — |b|. En particular, |a — b| > ||a| — |b]]

a’ = (|a|])? = |a®| Va eR.
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2. Numeros naturales y
conjuntos numerables

Para seguir avanzando en nuestro estudio de las propiedades de los nimeros
reales, introduciremos algunos subconjuntos importantes de R y algunas propiedades
bésicas de estos que nos permitan caracterizarlos.

2.1. Conjuntos inductivos y el Principio de induc-
cion

Intuitivamente, el conjunto N de los nimeros naturales estd formado por el 1y
por todos los elementos que se obtienen sumando 1 consigo mismo. En un ejercicio
anterior hemos justificado que estos elementos son distintos. En particular, N verifica
que 1 € Ny que dado n € N, se tiene que n + 1 € N. A pesar de que no es el tnico
conjunto de niimeros reales que verifica estas propiedades, notemos que N debe estar
contenido en todos y cada uno de los subconjuntos de R que las verifican. En ese
sentido, el conjunto N es el mas pequeno de los subconjuntos de R que gozan de
estas propiedades.

Definicién 2.1. Se dice que un subconjunto A C R es inductivo si:

1.1e A

2. SixceA=zx+1c A

Definicién 2.2. Definimos el el conjunto de los niimeros naturales, notado
por N, como el conjunto que resulta de la interseccién de todos los subconjuntos
inductivos de R.

N:= ﬂAi ={reR : ze€ A VA CR inductivo}
A; inductivo
Teorema 2.1. N es un conjunto inductivo y si A C R es inductivo, entonces N C A.

Demostracion. Demostraremos tinicamente la primera afirmacion, ya que la segunda
es evidente.

Es claro que 1 € N, pues 1 € A, VA C R inductivo.

Supongamos que n € N. Entonces n € A, VA inductivo. Por tanto, n +1 € A
VA inductivo, lo que prueba que n + 1 € N. n

Teorema 2.2 (Principio de induccién). Sea A C N. Si A es inductivo, entonces
A=N.

11
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Demostracion. Si A es inductivo, entonces N C A, y al darse la doble inclusién se
deduce que A =N [ O]

La utilizacion usual del teorema anterior es la siguiente:

Supongamos que para cada n € N se tiene una cierta afirmacién P, y se quie-
re probar que P, es cierta para todo n natural. Para ello, basta probar que P; es
cierta y que de ser cierta P, se deduce que P,; también lo es Vn € N. El hecho
de suponer P, cierta para demostrar P, se conoce como hipétesis de induccién.

En efecto, definimos A = {n € N : P, es cierta} C N. Dado que P, es cierta y
como P, es cierta implica que P, es cierta, si n € A entonces n+ 1 € A, luego A
es inductivo. Concluimos por el teorema anterior que A = N, lo que prueba que P,
es cierta para todo n natural. Este razonamiento es muy usual en matematicas y se
conoce como demostracién por induccién.

Ejemplo. Probar que 1 +2+---4+n = @ para todo n € N.

Sea A={neN : 1+2+---+n:”(”T+1)}§N.
Es facil comprobar que 1 € A.

Hipétesis de induccién: Supongamos que para cierto n € N se tiene que n € A.
Entonces:

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)
2

1+24+--+n+(n+1)= +(n+1)=

Porloquen+1¢€ A.

Hemos probado que A es inductivo, por lo que, en virtud del Principio de in-
duccion, A = N, o lo que es lo mismo, que 1 +2+ --- 4+ n = @ para todo
n € N.

En el siguiente resultado se resumen las propiedades mas inmediatas de los niime-
ros naturales.
Corolario 2.2.1. Algunas de las propiedades de N son:

1. 1<n,VneN.

2. Sim,n € N, entonces m +n, mn € N.

3. Sin € N, entonces —n no es natural. Sin € N y % € N, entonces n = 1.
Demostracion. Demostramos cada una de las partes:

1. El conjunto {z € R : 1 < z} es inductivo, luego incluye a N.

2. Dado m € N fijo y arbitrario, se demuestra facilmente por inducciéon sobre n.

12
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3. Sin € N, entonces 0 < 1 < n, luego —n < 0 y asi —n no es natural.
Si fuera n # 1 se tiene que 1 < n, luego % <ly % es un real no natural como
consecuencia del apartado I).

[
Lema 2.3. Sine N yn#1, entoncesn —1 € N.

Demostracion. Sea A ={n €N : n—1 € N}U{1}, probaremos que A es inductivo.
Que 1 € A es evidente y si z € A, entonces x € N, por lo que z+1 € Ny
(x+1)—1€eN,luegoz+1 € A. O

Proposicion 2.4. Dados m,n € N, entonces
n<m-<=m-necN
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

—) Sea A={neN: m—-—neN}

1 € A como consecuencia del lema anterior. Queremos probar que si n € A
entonces n + 1 € A.

Para ello, sea n € Ay sea m un natural tal que n+1 < m. Al ser n < m, dedu-
cimos que m—n € N por hipétesis de induccion. Si fuera m—n = 1 tendriamos
que n + 1 = m y hemos supuesto que n +1 < m, por loque m —n # 1y
aplicando el lema anterior obtenemos que m — (n+1) = (m —n) —1 € N, es
decir, n + 1 € A.

Hemos probado que A es inductivo, luego A = N. Queda probado que si
m y n son naturales cualesquiera tales que n < m, entonces m —n € N.

<) Sim —n € N, entonces m —n > 1, de donde se deduce que m > n.

[]

La proposiciéon anterior es una caracterizacion algebraica del orden de los natu-
rales.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la anterior proposicién.

Corolario 2.4.1. Si m y n son naturales cualesquiera verificando que n < m,
entonces n+1 < m.

El anterior corolario afirma que no existe ningiin niimero natural comprendido
estrictamente entre n y n 4+ 1. Esta propiedad se enuncia a veces diciendo que el
orden de N es discreto.

Nuestro siguiente objetivo es obtener un resultado de extraordinaria importancia

relativo a los conjuntos de numeros naturales. Para poder enunciarlo, es preciso
introducir un nuevo concepto.

13
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Definicién 2.3 (Maximo/Minimo). Se dice que un conjunto de nimeros reales A
tiene maximo cuando existe a € A tal que a > =, Vo € A. Andlogamente, diremos
que tiene minimo cuando existe a € A tal que a < z, Vx € A. Notaremos max A y
min A, respectivamente. Es inmediato que, en caso de existir, son tnicos.

Resaltamos que un conjunto de nimeros reales puede no tener méaximo y/o
minimo. El conjunto {x € R : 0 < 2 < 1} no tiene maximo ni minimo. Sin
embargo, el siguiente resultado asegura la existencia del minimo en determinadas
circunstancias.

Teorema 2.5 (Principio de buena ordenacién de los naturales). Todo conjunto no
vacio A de numeros naturales tiene minimo.

Demostracion. Si 1l € A, tenemos que 1 = min A y no hay nada que probar.

De lo contrario, sea B = {n € N : n < a, Ya € A}. Claramente, 1 € B. Si
B fuera inductivo, entonces A = (), luego B no es inductivo. Entonces, existe n € B
tal que n+1 ¢ B, por lo que n+1 < a, Va € A (Corolario 2.4.1). Comon+1 € A,
pues en otro caso n + 1 perteneceria a B, concluimos que n 4+ 1 = min A. O]

2.2. Potencias de exponente natural

Dado x € R, se definen las potencias de exponente natural como sigue:

=2
" =2"r, VneN

Noétese que la definicion dada es inductiva, pues se obtienen las sucesivas potencias
de x a partir de las anteriores.

La siguiente proposicion resume las propiedades esenciales.

Proposicion 2.6. Algunas de las propiedades de las potencias de exponente natural
son:

1. ™t = g™mg" Vr e R, Vm,n € N.

2. (z™)" = 2™ Vx € R, Ym,n € N.

3. Sil<xym,néeN, entoncesn < m &< " < ™
Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:

1. Seam e Nysea A={neN : 2" =a™z"}. Por definicién de potencia de
exponente natural, 1 € A.

Sin € A, entonces
l,m+n+1 — xm—&—nx — ($m$n)x — l‘m(l'nilf) — $m$n+1
Asi, A es inductivo, por lo que A = N como queriamos.

14
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2. Andlogo a I).

3. Sea 1 < x, es facil ver que el conjunto B = {n € N : 1 < 2"} es inductivo.
Entonces, 1 < 2™, Vn € N. Si n < m, sabemos que m —n € N y por tanto
1 <™ " luego ™ < ™. Reciprocamente, supongamos que " < 2™y n > m.
Entonces, por lo ya demostrado, ™ > 2™ lo cual es una contradiccion.

2.3. Conjutos finitos e infinitos

De forma intuitiva, cabria decir que dos conjuntos tienen el mismo nimero de
elementos cuando existe alguna aplicacion biyectiva de uno sobre otro. Es igualmente
intuitivo que el conjunto {m € N : m < n}, con n natural, tiene n elementos. Vamos
a formalizar estas ideas intuitivas a continuacion.

Definicién 2.4 (Conjunto Equipotente). Dado un conjunto A, diremos que es equi-
potente a otro conjunto B si existe alguna biyeccién de A sobre B. En tal caso,
escribiremos A ~ B.

Es facil ver que la relacion “ser equipotente a” cumple las siguientes propiedades:

1. Propiedad reflexiva: A ~ A, VA CR

2. Propiedad simétrica: A~ B<—= B~ A, VA,BCR

3. Propiedad transitiva:

A~ B
{ch — A~C, VA, B,C CR

Estas tres propiedades se resumen diciendo que la relacion de ser equipotente es
una relacién de equivalencia.

Dado un natural n, definimos el conjunto S(n) como sigue:
Sn):={meN : m<n}
Proposicién 2.7. Sean m,n € N tales que S(m) ~ S(n). Entonces, m = n.
Demostracion. Para cada n natural, consideramos la proposicién P, siguiente: “Si
m es un natural verificando S(m) ~ S(n), entonces m = n”. Probaremos por induc-
cion que P, es cierta para todo n natural.
Paran = 1, si f es una biyeccién de S(m) sobre S(1), entonces f(m) = f(1) = 1,

por lo que m = 1 por ser f inyectiva.

15
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Supongamos que P, es cierta y veamos que P, 1 también lo es. Sea h una biyec-
cién de S(n + 1) sobre S(m) y consideramos la aplicacién g : S(m) — S(m) dada
por:

g(h(n+1)) =m

g(m) = h(n+ 1)

g(x) =z, Ve € S(m) — {m,h(n+1)}

Es facil ver que g es biyectiva. Por tanto, la aplicacién f = goh es una biyeccién
de S(n + 1) sobre S(m) verificando

J(n+1) = g(h(n +1)) =m

La restriccion de f a S(n) puede considerarse una biyeccion de S(n) sobre
S(m—1) (Notemos que m > 1, de lo contrario, al ser P, cierta, tendrifamos n+1 =1
lo cual es absurdo).

Como suponemos que P, es cierta, tenemos n = m — 1 <= n + 1 = m, como
queriamos probar. O

Definicién 2.5 (Conjunto finito). Un conjunto A se dice que es finito si es vacio o
si existe un natural n tal que A es equipotente a S(n). Por la proposicién anterior,
dicho n es tnico y diremos que n es el nimero de elementos del conjunto.
Convenimos que el nimero de elementos del conjunto vacio es 0.

Un conjunto se dice infinito si no es finito.

La principal propiedad de los conjuntos finitos de niimeros reales que nos interesa
es la siguiente:

Proposicion 2.8. Todo conjunto finito de niimeros reales tiene mdxrimo y minimo.

Demostracion. Hacemos induccién sobre el nimero de elementos del conjunto.
Es evidente que todos los conjuntos de un elemento tienen méaximo y minimo.

Supongamos que el resultado es cierto para conjuntos de n elementos y veamoslo
para conjuntos de n + 1 elementos.

Sean A un conjunto con n + 1 elementos, f una biyeccién de S(n + 1) sobre
A tal que a = f(n + 1). Sabemos que A ~ S(n + 1). El conjunto A — {a} tiene
n elementos (jCompruébese!), por lo que sea M su méaximo y m su minimo. Para
ver que A tiene maximo, si M < a, entonces max A = a, mientras que si a < M,
entonces max A = M. En cualquier caso, A tiene maximo.

El razonamiento para ver que A tiene minimo es analogo. O]

Dado z € R, x < x+1, luego R no tiene maximo. El mismo razonamiento aplica
para N. Por lo tanto:

Corolario 2.8.1. N y R son conjuntos infinitos.

16



Célculo I 2. Numeros naturales y conjuntos numerables

El siguiente enunciado se usa con frecuencia para decidir si un conjunto de niime-

ros reales es finito.

Proposicion 2.9. Algunas propiedades de los conjuntos finitos son:

1.
2.
3.

Sin es un natural, todo subconjunto de S(n) es finito.
Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

Si A es un conjunto no vacio y existe un natural n y una aplicacion inyectiva
de A en S(n), entonces A es finito.

Si A es un conjunto no vacio y existe un natural n y una aplicacion sobreyectiva
de S(n) sobre A, entonces A es finito.

Demostracion. Demostramos cada una de las afirmaciones:

1.

Hacemos induccién sobre n. Para n = 1, la afirmacion es evidente.

Supongamos que todo subconjunto de S(n) es finito y sea B un subconjunto
de S(n+1). Si B es vacio o B = S(n+ 1), entonces B es finito. Supongamos
que B es no vacio y que existe un m € S(n + 1) tal que m ¢ B. Definimos
f:S(n+1) — S(n+1) la aplicacién dada por:

fn+1)=m
fm) = +1

flx) =2z, Vz e S(n+1)—{m,n+1}

Es facil ver que f es biyectiva luego f(B) es equipotente a B. Dado que m ¢ B,
entonces f(m) =n+1¢ f(B), por lo que f(B) C S(n), por lo que f(B) es
finito y lo mismo le ocurre a B.

Sea B un conjunto finito no vacio de n elementos y sea A un subconjunto no
vacio de B.

Si f es una biyeccién de B en S(n), entonces A y f(A) son equipotentes y al
ser f(A) C S(n) y aplicando I), tenemos que A es finito.

Sea, A un conjunto finito no vacio y f : A — S(n) inyectiva. Entonces, A es
equipotente a f(A) C S(n), luego A es finito.

Sea f : S(n) — A sobreyectiva. Para cada elemento a € A, el conjunto
B, ={m € S(n) : f(m) = a} es no vacio, luego por el principio de buena
ordenacién de los naturales tiene minimo. Definimos

g(a) =min B,, Ya € A

Claramente g(a) € S(n), Ya € A luego ¢ es una aplicaciéon de A en S(n) y
que f(g(a)) = a, Ya € A.

Veamos que g es inyectiva. Sean a,b € A tales que g(a) = g(b). Entonces,

a= f(g(a)) = f(g(b) = b
Por lo que g es inyectiva y aplicando I1T), A es finito.
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2.4. Conjuntos numerables

Hasta ahora, hemos clasificado los conjuntos en infinitos y finitos, y estos ultimos
a su vez segln el numero de elementos. Pretendemos realizar ahora una clasificacion
de los conjuntos infinitos segin su “tamano”. Introducimos en primer lugar a los
conjuntos infinitos “mas pequenos”.

Definicién 2.6 (Conjunto numerable). Un conjunto A se dice numerable si es
vacio o si existe alguna aplicacion inyectiva de A en N.

Es facil ver que todo conjunto finito, N y todo conjunto infinito equipotente a N
son numerables. Veremos enseguida que no existen mas conjuntos numerables que
los citados. Para ello, veamos el siguiente lema:

Lema 2.10. Todo conjunto infinito de numeros naturales es equipotente a N. De
hecho, si A es un tal conjunto, existe una biyeccion f de N sobre A verificando que
sin < m entonces f(n) < f(m).

Demostracion. Sea a € A; el conjunto B, = {z € A : a < x} es no vacio, pues si lo
fuese entonces A C S(a), por lo que A serfa finito por la proposicién 2.9.1. Teniendo
en cuenta el principio de buena ordenacién de N, definimos para cada a € A

g(a) = min B,
Por lo que g : A — A — {min A} es una aplicacién, verificando que
a<g(a), Vae A

Veamos que g es sobreyectiva (De hecho, es biyectiva).

Sea a € A — {min A}. Como el conjunto B* = {x € A : z < a} es finito y no
vacio (B® C S(a)), la proposicién 2.8 nos asegura que dicho conjunto tiene méximo.
Sea b = max B®, por lo que b € Ay b < a. Por ser g(b) = min{z € A : b < z},
tenemos que g(b) < a.

Por otra parte, al ser max B* = b < g(b) se tiene que g(b) ¢ B*y al ser g(b) € A,
concluimos que a < g(b). Asi, a = g(b) y g es sobreyectiva.

Definimos f : N — A como sigue:

f(1) =min A

fn+1) =g(f(n)), vn e N

Es claro que f(n) < f(n+1), Vn € Ny es facil probar por induccién que si n es
un nimero natural, f(n) < f(n +p), ¥p € N. Entonces (ver proposicién 2.4):

n,meN, n<m= f(n) < f(m)

Y en particular, f es inyectiva (;Por qué?).
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Queda probar que f es sobreyectiva. Si A — {f(N)} no fuese vacio, sea ¢ su
minimo. Como min A = f(1), entonces ¢ # min A, por lo que existe k € A tal que
g(k) = c. Como k < g(k) = ¢, existe un natural n tal que f(n) = k, pero entonces

fin+1)=g(f(n)) =g(k) =c
Lo cual es una contradiccién. O

Teorema 2.11. Si A es un conjunto numerable, entonces es finito o equipotente a
N.

Demostracion. Si A es vacio, entonces es finito. En otro caso sea f : A — N
una aplicacién inyectiva. Es claro que A y f(A) son equipotentes. Si f(A) es finito,
entonces A también lo es. Si fuera infinito, f(A) ~ N por el lema anterior, de donde

A~N. [l

La consecuencia fundamental del anterior teorema es que todo conjunto infinito
numerable es equipotente a N. Intuitivamente, esto quiere decir que N es el més
“pequeno” conjunto infinito que existe. Aunque atin no es posible probar la existencia
de conjuntos no numerables, adelantamos, sin demostrar, que R no es numerable.

Teorema 2.12. El conjunto R de los numeros reales es no numerable.

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. Pruébense las siguientes afirmaciones:

1. Vz,y € R, Vn € N tenemos que

(x+y)" = <g) " + (T) "y 4 (n " 1) zy" <Z) y"

2. Si0<z<1ym,n €N, entonces

n<m<=a">za"
3. Probar que:

1+14+2422 422 4. 42" =2"" ypeN

4. Probar que:
1+3+5+---+(2n—1)=n% ¥neN

5. Probar que:
1
2422437440 = 6n(n+1)(2n+1), Vn € N

6. Probar que:
3" —1espar, Vn € N
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7. Probar que:
n> + 5n es multiplo de 6, Vn € N

8. Probar que:
3?" — 1 es miltiplo de 8, Vn € N

9. Probar que:
n® —n es multiplo de 5, Vn € N

10. La aplicacién f: N — N — {1} dada por
fn)=n+1, VneN
es biyectiva.

Ejercicio 2.5.2. Probar que todo subconjunto de un conjunto numerable es nume-
rable.

Ejercicio 2.5.3. Probar que si A es un conjunto no vacio, es numerable si, y sélo
si, existe una aplicacién sobreyectiva de N sobre A.

Ejercicio 2.5.4. Probar que N x N es numerable.

Ejercicio 2.5.5. Probar que si A y B son conjuntos numerables, entonces AU B es
numerable.
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3. Numeros enteros y racionales

En los métodos constructivos, partiendo de los niimeros naturales se construyen
en tres etapas sucesivas los nimeros enteros, racionales y reales. En los métodos
axiomaticos, por el contrario, se admite la existencia de los ntmeros reales y los
naturales, enteros y racionales aparecen como subconjuntos distinguidos de R. Ya
hemos destacado quiénes son los nimeros naturales y en este tema destacaremos
quienes son los enteros y los racionales y estudiaremos sus propiedades mas impor-
tantes.

3.1. Numeros enteros

Definicién 3.1. Definimos el conjunto de los niimeros enteros, notado por 7Z,
como:

Z:=NU{0}u{—n : neN}

Es facil ver que la diferencia de dos niimeros naturales es siempre un entero.

En efecto, sean m,n € N. Si m > n entonces m —n es natural por la Proposicion
2.4, y por tanto, entero. Si m = n, entonces m —n = 0 € Z. Finalmente, si m < n,
entonces n — m es natural y m —n = —(n —m) € Z.

Reciprocamente, todo entero p puede expresarse como diferencia de dos natura-
les. Basta ver que |p| + 1y |p| — p+ 1 son naturales y que

p=Ip|+1—(pl—p+1)

Las dos proposiciones siguientes resumen las propiedades de los niimeros enteros que
nos interesan destacar.

Proposicion 3.1. La suma y producto de nimeros enteros es un numero entero.
Sia€Z—{0} ya ' €Z, entoncesa=10a=—1.
Por tanto, 7 es un subanillo de R pero no un subcuerpo.

Demostracion. Sean py,py € 7, y supongamos que p; = mj — ny y P = Mo — No,
mi, Mo, n1,ny € N. Entonces:

p1+ D2 = (M1 +ma) — (N1 + na)

pip2 = (Mime + nyng) — (Myng + nyms)

Como la suma y producto de naturales es un natural (Corolario 2.2.1.2), las ecua-
ciones anteriores expresan p; + ps y p1p2 como diferencia de nimeros naturales, por
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Célculo I 3. Numeros enteros y racionales

lo p1 + pa2, pip2 € Z.

Seaa € Z — {0} con a™! € Z. Si a > 0, entonces a~! > 0 y por tanto a™! € N,
por lo que a = 1 (Corolario 2.2.1.3). Si a < 0, apliquese el mismo razonamiento para
—a, obteniéndose a = —1. O

Proposicion 3.2. Algunas propiedades de 7. son:
1. 7Z no tiene minimo.
2. Sip,q€Z yp<gq, entonces p+ 1 < q.
3. 7 es numerable.

Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:
1. Si p es un entero, entonces p — 1 es también entero y sabemos que p — 1 < p.
2. q¢ — p es un entero mayor estricto que 0, luego es natural, de donde ¢ — p > 1.
3. Definimos f : Z — N como sigue:

f(—=n)=2n+1, ¥vneN

f0)=1
f(n)=2n, Vn e N
Es facil ver que f es inyectiva (de hecho es biyectiva).
O

Eventualmente se utilizaran en lo sucesivo algunas propiedades algebraicas del
anillo Z, como por ejemplo, cuestiones de divisibilidad o la descomposicion en fac-
tores primos de un nimero entero. Daremos por conocidas estas propiedades, cuya
demostracion no es propia de un curso de Analisis Matematico.

3.2. Numeros racionales

Definicién 3.2. Definimos el conjunto de los nimeros racionales, notado por
Q, como:

Q::{g L pez, qu}
Es obvio que N C Z C Q.
Proposicion 3.3. Q es un subcuerpo de R.

Demostracion. Hay que probar que la suma y el producto de racionales es racional y
que el inverso de todo racional no nulo es racional. Todo ello se deduce con facilidad
de la proposicion 3.1 y el corolario 2.2.1 (Ver el ejercicio 1.4.1 apartado 6). ]

22
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Utilizando la proposicién anterior, deducimos que Q con las operaciones suma y
producto determinadas por las de R es un cuerpo conmutativo.

La relacién de orden de R determina obviamente una relacién de orden total en
Q, por lo que Q es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado, al igual que R.

A pesar de la gran cantidad de consecuencias que hemos demostrado hasta ahora,
por ahora no somos capaces de probar la existencia de niimeros reales no racionales.
Veamos algunas propiedades mas de Q antes de poner de manifiesto la necesidad de
un dltimo axioma.

Proposicion 3.4. Dados r,s € Q con r < s. Entonces, el conjunto
A={zre€Q : r<z<s}
es un conjunto infinito.

Demostracion. Dado n natural se tiene que n+1 > 1 > 0, luego 0 < n+r1 < 1y por

tanto, r < r+ 27 < s con lo que

7“—1—26%1, Vn € N.
n+1

La aplicacion f : N — A dada por

S—r
n+1’

f(n)=r+ Vn € N

que claramente es inyectiva, determina una biyeccion de N sobre un subconjunto de
A. Por tanto, A es infinito. n

Podriamos pensar que Q es “mucho mas grande” que N. Sin embargo, esto esta
lejos de ser cierto.

Proposicién 3.5. Q es numerable.

Demostracion. Usando que Z es numerable, es facil probar que Z x N es numerable
(jjHAgase!!, similar al ejercicio 2.5.4). Por tanto, existe una biyeccién f de N sobre
Z x N (Teorema 2.11).

Sea g : Z x N — Q dada por:

9((p,q)) ==, Y€ Z, Vg eN

S

Claramente, g es sobreyectiva, luego gof : N — (Q es sobreyectiva y Q es numerable
(Ver ejercicio 2.5.3). O

Para terminar, veamos que es necesario introducir un nuevo axioma para probar
la existencia de niimeros reales no racionales.

Proposicién 3.6. No existe ningin nimero racional v tal que r* = 2.
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Demostracion. Supongamos que existe r = b € Q, con med(p,q) = 1, tal que
r? = 2. )
Entonces, 2 = p_2 = 2¢*> = p%. Deducimos que p? es par, de donde p es par. Sea
p =2k, k € Z. Entonces:
2¢° = 4k* = ¢* = 2k*

Y razonando igual que antes, g es par. Pero entonces p y ¢ son ambos pares y
med(p,q) = 1, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, no existe ningin racional
r tal que 7% = 2. O

3.3. Ejercicios

Ejercicio 3.3.1. Probar que si p es un entero no nulo, entonces:
1<

Ejercicio 3.3.2. Sean p,q € Z, m,n € N. Probar que

B-£<z>pm<qn<:>pm—qn€N
n m

(N determina el orden de Q).

Ejercicio 3.3.3. Dados n natural y r racional positivo tales que 72

r € N.

= n, probar que
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4. El ultimo axioma

Ya hemos visto que existen conjuntos de ntimeros reales que no tienen maximo
ni minimo. R no tiene méximo ni minimo. El conjunto

A={zeR : 0<z <1}

tampoco tiene maximo ni minimo. Sin embargo, a diferencia de R, existen niimeros
reales mayores que todos los elementos de A y menores que todos los elementos de
A. A continuacién, damos nombres a estos numeros reales. Merece la pena hacer
notar que estas definiciones pueden hacerse en cualquier cuerpo ordenado.

4.1. Mayorantes, minorantes, supremo e infimo

Definicién 4.1. Sea A un conjunto no vacio de niimeros reales.

1. Diremos que un numero real x es mayorante de A si verifica:

r>a, YVae A

2. Diremos que un nimero real r es minorante de A si verifica:

r<a, Vae A

Noétese que, a diferencia del maximo y del minimo de un conjunto, un mayorante
o minorante de un conjunto no tiene por qué pertencer al conjunto. De hecho, el
méximo (respectivamente minimo) de un conjunto A es mayorante (respectivamen-
te minorante) de dicho conjunto y un mayorante (respectivamente minorante) del
conjunto A es maximo (respectivamente minimo) si, y sélo si, pertenece a A.

Si un conjunto admite mayorantes, diremos que estd mayorado. Si un conjunto
admite minorantes, diremos que est4 minorado. Si un conjunto de ntimeros reales
estd a la vez mayorado y minorado, diremos que esta acotado.

Dado un conjunto de nimeros reales A, notaremos M (A) al conjunto de sus
mayorantes y m(A) al conjunto de sus minorantes. Ndtese que si A estd mayorado,

el conjunto M (A) es infinito, y lo mismo le ocurre a m(A) si A estd minorado.

El siguiente lema puede ser de ayuda para determinar todos los mayorantes y
minorantes de un conjunto.
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Lema 4.1. Sean a,b € R tales que a < b+ ¢, Ve > 0. Entonces, a < b.

Demostracion. Si fuera a > b, tomando € = a — b, tenemos que:
a<bt+e=b+(a—b)=a

lo que es una contradiccion. Por lo tanto, a < b. O

Ejemplo. Utilizando el lema anterior, es facil ver que

MH{zeR : 0<z<l})={zeR : 1<z}
m{z eR : 0<z<1})={zeR : 2<0} =R,

Definicién 4.2. Sea A un conjunto no vacio de ntimeros reales. Si A esta mayorado
y el conjunto de los mayorantes de A tiene minimo, se define el supremo de A como
el minimo del conjunto de mayorantes de A. Analogamente se define el infimo de
un conjunto como el maximo del conjunto de sus minorantes supuesto que exista.

Claramente el supremo y el infimo de un conjunto, si existen, son tnicos y son
respectivamente un mayorante y un minorante del mismo. Notaremos sup A e inf A,
respectivamente. Volviendo al ejemplo anterior, tenemos que

sup{reR : 0<ao <1} =1
inf{freR : 0<z<1}=0

supR™ =supR; =0; inf RT = inf R} = 0;

La relacién existente entre el supremo y el maximo de un conjunto y la relacién
entre el minimo y el infimo, se especifican a continuacion.

Proposicion 4.2. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales.
1. Si A tiene madximo, entonces tiene supremo y sup A = max A.
2. Si A tiene minimo, entonces tiene infimo e inf A = min A.
3. Supongamos que A tiene supremo.
w Sisup A € A, A tiene mdzimo y sup A = max A.
» SisupA ¢ A, A no tiene mdximo.
4. Andlogo a III) cambiando “supremo” por “infimo” y “mdximo” por “minimo”.
Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:

1. Si x es mayorante de A, a < z, Va € Ay cémo méxA € Ay maxA < z,
tenemos que max A es el minimo de los mayorantes de A, es decir, sup A =
max A.

2. Anéloga a I).

3. Sisup A € A, sup A es un mayorante que pertenece a A, luego es el maximo de
A. Sisup A ¢ A, supongamos que A tuviese maximo. Por I), sup A = méx A €
A, lo cual es absurdo.
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4. Anéloga a IV).
[

Proposicion 4.3 (Caracterizacién del supremo y del infimo). Sean A un conjunto
no vacio de numeros reales y x € R. Entonces:

1. Respecto al supremo,

r>a, YaeA
r=sup A <
Ve>0, dJa€eA : a>x—c¢

2. Respecto al infimo,

r<a, Vae A
r=infA<—
Ve>0, dJaeA : a<x+e

Demostracion. Demostramos el primer apartado, ya que el segundo es analogo. Pro-
cedemos mediante doble implicacién:

—) Siz =sup A4, z es mayorante de A y dado ¢ > 0, x — € no puede ser mayorante
de A, luego da € A tal que a >z — ¢.

<) Por hipétesis,  es un mayorante de A. Sea y un mayorante cualquiera de A.
Si fuera y < x, tomando € = x — y, tenemos que Jda € A tal que a >z — ¢ =
r — (x —y) =y, lo cual es absurdo, pues y es un mayorante de A. Asi, z < v,
lo que prueba que z es el minimo de los mayorantes de A.

]

4.2. El axioma del supremo.

El siguiente axioma, en unién con los axiomas A, B y C, que se resumian diciendo
que R era un cuerpo conmutativo totalmente ordenado, completa la axiomatica que
define el cuerpo R de los ntimeros reales.

Axioma del supremo
Todo conjunto de ntimeros reales no vacio y mayorado tiene supremo.

Notese que para que un conjunto de numeros reales tenga supremo, debe ser
no vacio y mayorado. El axioma del supremo nos garantiza que estas condiciones,
trivialmente necesarias, son también suficientes. Cabria preguntarse porque no se
exige también un “axioma del infimo”. La respuesta es que no es necesario, pues
puede deducirse directamente del axioma del supremo. Veamoslo:

Proposicién 4.4 (Principio del infimo). Todo conjunto de nimeros reales no vacio
y minorado tiene infimo.
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Demostracion. Sea A un conjunto de nimeros reales no vacio y minorado. Si consi-
deramos el conjunto

—A:={-z : ze€ A}

Es facil ver que
mem(A) <= m<a, Vac A<= —m > —a, Va € A<= —m € M(—A)

Lo que prueba que A estd minorado si, y sélo si, — A estd mayorado. Sea h = sup(—A);
como h es mayorante de —A, —h es minorante de A. Dado m minorante de A,
tenemos que —m es mayorante de —A, luego h < —m <= —h > m y asi,
—h = inf A. O

Notese que hemos probado que si A es un conjunto de ntimeros reales no vacio
y minorado, —A estd mayorado y se tiene:

inf A = —sup(—A)

Cambiando A por —A, si A es un conjunto de nimeros reales no vacio y mayorado,
— A esta minorado y se tiene:

sup A = —inf(—A)

Corolario 4.4.1. Todo conjunto de niumeros reales no vacio y acotado tiene supremo
e infimo.

4.3. Primeras consecuencias del axioma del su-
premo

Teorema 4.5 (Propiedad Arquimediana! del Orden de N). EI conjunto de los niime-
ros naturales no estd mayorado.

Demostracion. Si lo estuviera, sea m = sup N. Dado n natural, se tiene que n + 1
es natural, por lo que n+1 < m. Pero entonces n < m — 1 para todo n natural, por
lo que m — 1 es un mayorante de N mas pequeno que m, lo cudl es absurdo al ser m
el minimo de los mayorantes. O]

Corolario 4.5.1. Si 3 € R{ tal que 5 < £, Vn € N, entonces § = 0.

Demostracion. Si fuera 3 # 0, entonces 3 > 0, por lo que 87! > n, Vn € N.
Pero esto implica que [ es un mayorante de N, lo que contradice la Propiedad
Arquimediana. Por tanto, ha de ser g = 0. O

En el tema anterior ain no éramos capaces de probar la existencia de niimeros
reales no racionales. Gracias al axioma del supremo, podremos probar la existencia
de dichos ntmeros.

Proposicién 4.6. Eziste a € RT tal que o = 2.

ITambién conocido como Principio de Arquimedes.
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Demostracion. Sea A = {x € RT : 2% < 2}. Es claro que A es un conjunto de
nimeros reales no vacio (1 € A) y mayorado (z < 5 < 22 <2 < 25, Vr € A, luego
5 € M(A), por ejemplo). Sea o = sup A. Es claro que a > 1 y queda probar que
a?=2.

Tenemos que Vn € N:

1 1 1\?
oz+—>a:>oz—|——§2A:><oz+—> > 2 (4.1)
n n n
Dado que a — £ < a, entonces

1
da, € A a——<a, (4.2)
n

Utilizando las ecuaciones 4.1 y 4.2, vemos que:

1\ 2
a——> <al<2<

1 2a 1+ 2«

1 2
< (a—l——) =d’+ 5+ —<a’+
n n n

Y en consecuencia

_(1+2a) <2_062<1+20z
n n

De donde deducimos que

1<2—oz2<1 2 — o? 1
n o 14+2a n 1+ 2a n
2 _ 2 2 _ 2
Seaﬁ:‘l—l—;a :’1+§&|.Por lo anterior:

b < l, Vn e N
n
Por la Propiedad Arquimediana, deducimos que
B=0<+=2-0a*=0<=0a’=2
Como queriamos probar. O

Puesto que no existe ningun racional cuyo cuadrado sea 2, deducimos que el
nimero « que aparece en la anterior proposicion no es racional. Por tanto, hemos
probado la existencia de nimeros reales no racionales. Al conjunto de los niimeros
reales no racionales lo llamaremos el conjunto de los niimeros irracionales,
notaremos R — Q.

Teorema 4.7 (Densidad de R — Q en R). Siz,y € R : z <y, entonces Iy €
R-Q :z<vy<y.
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Demostracion. Dados x,y € R con x < y, si uno de ellos es racional y el otro es
irracional, basta tomar v = zﬂ

Si ambos son irracionales, sea z = "”Tﬂ’ Si z es irracional, hacemos 7 = 2z y hemos
acabado. De lo contrario, basta con tomar v = %

Si ambos son racionales, sea « el irracional dado por la proposicién anterior.
Dado que 1 < «a, é <1, y basta con tomar v = z + £=. ]

Teorema 4.8 (Densidad de Q en R). Sixz,y € R : x <y, entonces Ir € Q : = <
r<y.

Demostracion. Realizamos la siguiente distincion de casos:

= Supongamos que 0 < z < y. Dado que %x no puede ser mayorante de N,

y
existe ng € N tal que y%x < ng, de donde y — x > % Consideramos el
siguiente conjunto:

P={meN : m>ny}
Es claro que P es no vacio y al ser un subconjunto de N, tiene minimo. Sea

mgo = min P. Es claro que my — 1 < ngx y que mqg > nox, por lo que:

mo m()—l 1 1
r< — = +—<z+—<z+(y—z)=y
no no no no

m
De donde se tiene que x < =0 < y y basta tomar r = 0.
0

o
» Si fuera z < 0 < y, tomamos r = 0.
» Sifuera z < y < 0, entoces 0 < —y < —zx y aplicando lo ya demostrado,

encontramos ' € Q tal que —y < r’ < —z, de donde = < —r’ < y. Basta con

tomar r = —r’.

]

4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.4.1. Probar los siguientes enunciados:

1. Todo conjunto de niimeros enteros no vacio y mayorado (resp. minorado) tiene
maximo (resp. minimo).

2. Un conjunto no vacio de nimeros enteros esta acotado si, y sélo si, es finito.

Ejercicio 4.4.2. Dados A, B C R no vacios. Consideramos el siguiente conjunto:
C={x+y : x€A, ye B}
Probar que si A y B estan mayorados, también lo esta C' y se verifica que
supC =sup A +sup B

Ejercicio 4.4.3. Sean A, B C R no vacios.
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1. Si A C By B esta mayorado, entonces A estd mayorado y

sup A < sup B.

2. Si A C By B esta minorado, entonces A esta minorado y

inf A > inf B.

3. Si Ay B estan mayorados, entonces A U B esta mayorado y

sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

4. Si Ay B estan minorados, entonces A U B esta minorado y

inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

5. Si Ay B estdn mayorados y AN B # (), entonces A N B estd mayorado y

sup(A N B) < min{sup A, sup B}.

6. Si Ay B estdn minorados y AN B # (), entonces A N B estd minorado y

inf(A N B) > max{inf A, inf B}.

Ejercicio 4.4.4. Dado x € R, probar que:

r=sup{reQ : r<z}=sup{a e R-Q : a <z}
r=mf{reQ : r>z}=mf{faecR-Q : a>uzx}

Ejercicio 4.4.5. Dado = € R, probar que:

r=sup{€eQ : r<z}=mf{eQ : r>z}
r=sup{eR-Q : r<z}=mf{eR-Q : r>uz}
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5. Sucesiones de numeros reales

En este tema nos introduciremos al estudio de las sucesiones de niimeros reales,
siendo nuestro principal objetivo conseguir una familiaridad con el concepto de con-
vergencia para dichas sucesiones, uno de los conceptos basicos del Analisis Matemati-
co, que serd la herramienta fundamental para el estudio posterior de las funciones
reales de variable real.

5.1. Definiciéon y propiedades basicas.

Definicién 5.1. Sea A un conjunto no vacio. Una sucesion de elementos de A
es una aplicaciéon de N en A. En particular, una sucesiéon de niimeros reales es
una aplicacién de N en R.

Notese que para definir una sucesién de nimeros reales basta con asociar a cada
nimero natural un nimero real. Asi, dado un natural n, al nimero real f(n), que
notaremos por z,, lo llamaremos término n-ésimo de la sucesién f : N — R
dada por

f(n)=x,, ¥yneN

En vez de referirnos a esta sucesién por f, emplearemos la notacién {x,} para aludir
a ella. Asi, por ejemplo, {%} es la sucesion f : N — R dada por

f(n):%, Vn e N

Antes de seguir, merece la pena remarcar que no debe confundirse la sucesién
{z,} con el conjunto de sus términos, {z, : n € N}. Por ejemplo, las sucesiones
{z,} e {y,} definidas por

r1=0; x,=1, Vn > 2
=1y, =0, Vn > 2

son sucesiones diferentes!, pero
{z, : ne N} ={y, : ne N} ={0,1}
por lo que los conjuntos de los términos de ambas sucesiones coinciden.

Definicién 5.2. Se dice que una sucesién de nimeros reales {z,} es convergente
al nimero real z € R si:

Ve>0dmeN : SineN, n>m= |z, —z|<c¢

Evidentemente, diremos que dos sucesiones, {x,,} e {y,}, son iguales si x,, = y,, ¥n € N.
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En otras palabras, dado € > 0, se tiene que a partir de un término x,, en adelante
(en general, m depende del término ¢ escogido) la distancia entre x y un término z,,
cualquiera tal que n > m es menor que &.

1
Ejemplo. Probar que {z,} = {—} converge a 0.
n

1
——0l=—<e<=-—-<n
n n 19

1
Ve>0, SeameN m>—-:SineN n>m—
€

1 ’ 1
lo cual es cierto por la eleccion de m, y sabiendo que n > m.

A continuacién, veremos que si existe tal x de la definicién anterior, necesaria-
mente es tnico. Diremos entonces que x es el limite de la sucesién {z,} o que la
sucesién {z, } converge a x, escribiremos x = lim{x, } o también {z,} — x.

Lema 5.1. Sea {x,} una sucesion de nimeros reales y sea v € R. Entonces:
{,} —m <= {z,—2} —0

Demostracion. Es trivial, ya que la expresion de la convergencia de ambas sucesiones
a su limite es idéntica.

Ve>03dmeN : SineN,n>m= |z, —z|<e¢
O

Proposicién 5.2 (Unicidad del limite de una sucesién convergente). Sean z,y € R.
Si{x,} esuna sucesion de nimeros reales tal que {x,} — = y{z,} — vy, entonces

T =1y.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que z # y. Sea € = |x;y|. Por
ser {z,} — x, tenemos que

dm; €N : SineN, n>2m = |z, — x| <e
y por ser {x,} — y, tenemos que
dmy €N : SineN, n>2my = |z, —y|<e¢
Sea m = max{ms, ms}. Si n > m, entonces:
[z =yl =lr -2+ 20 —y[ <o — 20| + |2n —y| <26 =z —y|
Lo que es una contradiccion. Por tanto, ha de ser x = y, como queriamos probar. []

Proposicién 5.3. Sea x € R y {x,} una sucesion de nimeros reales tal que
{z,} — . Entonces {|x,|} — |x|.

Demostracion. Dado € > 0, existe m € N tal que si n € N y n > m, entonces
7] — [2]] < 2 — 2] < , 1o que prueba que {|z,[} —> |z]. 0
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Es facil probar que el reciproco no es cierto. Basta con considerar la sucesion
{(—=1)"} y ver que no es convergente, pero la sucesién {|(—1)"|}={1} que claramente
converge a 1 por ser constante, como podemos ver a continuacion.

Definicién 5.3. Se dice que una sucesién {z,} es constante si Ja € R tal que
r, =a, Yn € N.

Lema 5.4. Toda sucesion constante {x,} = {a} es convergente, con lim{zx,} = a.
Demostracion. Por la definicién de convergencia:

Ve>03dmeN : SineNyn>2m=|a—a|=0<c¢

5.2. Sucesiones acotadas
Definicién 5.4. Sean {z,} e {y,} dos sucesiones de ntimeros reales.

» Diremos que la sucesion {x,} estd mayorada si el conjunto {x, : n € N}
estd mayorado.

» Diremos que la sucesién {z,} estd minorada si el conjunto {z,, : n € N}
esta minorado.

= Diremos que la sucesién {z,} estd acotada si estd mayorada y minorada.

Proposicion 5.5. Toda sucesion de nimeros reales convergente estd acotada.
Demostracion. Sea {x,} — . Para ¢ = 1, tenemos que

ImeN:n>2m=|z,—z| <1
Con lo que para n > m:

|| = |2n — 2+ 2] < |z — 2| + |2] < 1+ |2
Lo que prueba que el conjunto {x,, : n > m} estd acotado. Ello implica que {z,} es
una sucesién acotada, pues el conjunto {x, : n < m} es finito, luego esta acotado
(Proposicién 2.8). Por lo tanto (ejercicio 4.4.3), el conjunto
{z, : neN}y={z, : n<m}U{z, : n>m}

esta acotado. O

Notese que el reciproco de la proposicion anterior no es cierto. La sucesion
{(—=1)"} no es convergente aunque esta acotada.
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5.3. Propiedades de las sucesiones convergentes

A continuacién, vamos a analizar la relacién entre la convergencia de sucesio-
nes de numeros reales con las 3 estructuras basicas de la axiomatica de R: Suma,
producto y orden. Se obtendran las primeras reglas elementales para el calculo de
limites de sucesiones de nimeros reales.

= Definimos la sucesién suma de {x,} e {y,} como una nueva sucesién {z,} tal
que
Zn = Tp + Yn, Vn €N

» Definimos la sucesion opuesta de {x,, } como una nueva sucesién {z,} = {—x,}
tal que
Zp = —Xp, YN € N

» Definimos la sucesién producto de {z,} ¢ {y,} como una nueva sucesion {z,}
tal que
Zn = Tp - Yp, VN €N

» Siz, # 0, Vn € N, definimos la sucesion inversa como una nueva sucesién
{zn} tal que

1
z, = —,Vn €N

Tn

Proposicién 5.6. Sean xz,y € R y sean {z,} — = e {y,} — y. Entonces, se
tiene que {x, +y,} — = +v.

Demostracion. Fijado € > 0, por ser {z,} e {y,} convergentes, se tiene que

€
dm, €N : neN, n>m1:|xn—x|<§

€
dJn, €N : neN, n>m2:>|yn—y|<§

Sea m = max{my, ma}. Si n > m, entonces:

3

9~ ¢

@0+ 90 = (@ + 9] = [on =2+ 90— 9l < 2w — 3l +lyw —yl < 5 +
Por lo que {z, + y.} — =z +v. O
Proposicién 5.7. Seax € R y sea {x,} — x. Entonces, se tiene que {—z,} — — x.
Demostracion. Fijado e > 0, por ser {x,} convergente, se tiene que
Im, eN:neN n>2m = |z, —z|<e
Para el mismo m, se tiene que:
| =2 — (—2)| = | = (zn — )| = |2 — 2] <€
Por lo que {—z,} — —=. O
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Proposicién 5.8. Sean {x,} — 0 e {y,} una sucesion acotada. Entonces, se tiene
que {x, -y} — 0.

Demostracion. Por ser {y,} acotada, vemos que

M >0 : |y.| < M, VneN.

Por otra parte, dado € > 0, por ser {z,} — 0,

£
dIneN:neN n>2m=|z,| < —.

M
Por tanto, si n > m, tenemos que
€
(@0 - Yul = al - lyal < 57 - M =€
Por lo que {z, - y,} — 0. O

Proposicién 5.9. Sean xz,y € R y sean {x,} — = e {y,} — y. Entonces, se
tiene que {T,y,} — wy.

Demostracion.

{xnyn - :cy} = {ajnyn —TplY +TplY — xy} = {xn<yn - y)} + {(mn - .T)y} —0+0=0
Donde hemos usado la proposicién anterior para ver que la sucesiéon {z,(y, — y)}

converge a 0y que {z,,} — = <= {x,—2} — 0 (lema 5.1) en la segunda sucesion.

Por lo tanto, {z,y,} — zy. O

Proposicién 5.10. Sea x # 0 y {x,} una sucesion de nimeros reales tal que

1 1
{z,} — x y x, # 0 para todo natural n. Entonces, {—} — —.
n T

Demostracion. Al ser {z,} — xy z, # 0, tenemos que:

dmeN n}m———>|xn—x|<%
De donde si n > m se verifica
T
fral =l = (@ = )] > Jal — [z — 2] >

por lo que = < 2

NG

mente, vemos que

de donde deducimos que la sucesién {xi} esta acotada. Final-

1 Iy fr—x, 1
T, =z R
T—x, 1

1 1
—} — 0, tenemos que {—} — —. ]
x

T Tn n

Y al ser {

Corolario 5.10.1. Sean {z,} — = e {y.} —> vy, cony # 0 y y, # 0 para todo

T x
natural n. Entonces, < — » — —.

Yn )
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Proposicién 5.11. Sean {z,} — x e {y,} —> y. Si x <y, entonces existe m € N
tal que sin > m, entonces x, < yp.

Demostracion. Sean x < y y sea € = Y5*. Notemos que x + ¢ = y — . Por conver-
gencia de {z,} v {y,}, entonces:
dnieN:neNn>2m —=r—c<z,<xr+e¢
dJne €N :mneNn>2my—y—c<y,<y+e
Sea m = max{my, my}. Si n > m, entonces:
r—e<e, <rt+e=y—ec<y, <y+e
Por lo que z,, < y, para todo n > m. O

Lema 5.12 (Lema de sucesiones encajadas o “Lema del sandwich”). Sea z €
R. Sean {x,}, {yn} y {2} sucesiones de nimeros reales tales que {x,} — =,
{zn} — x y existe my € N tal que x, < y, < z, para todo n = mgy. Entonces,
{yn} — 2.

Demostracion. Por convergencia de {x,} y {z,}, entonces:

dnieN:nmneNn>2m —r—c<x,<x+¢,

dns €N :meN n>2my—xr—c<z,<zx+e.
Por hipétesis,

dngeN : neN, n>2my=—= x, < Yn < Zn-

Sea m = max{mg, m1, ms}. Si n = m, entonces:

T—e< Ty <Y< zp<rt+e=—r—e<yYy, <Tr+E¢€
Por lo que {y,} — . O

Proposicién 5.13 (Caracterizacion del supremo con sucesiones). Sea A un conjunto
de niimeros reales no vacio y mayorado. Entonces, o = sup A si, y sélo si, « € M(A)
y existe una sucesion de elementos de A convergente a .

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

—) La sucesién {a — %} converge a «. Por ser « el supremo de A, tenemos que

1
VneNda, €A : a——<a, <«
n
y por el lema anterior, {a,} — «a.

<) Sea « un mayorante de A y sea {a,} una sucesién de elementos de A conver-
gente a a. Entonces,

Ve>0dmeN : a—e<a, <a+e.

Por tanto, tenemos que a > a, Ya € A y que Ve > 0 existe a,, € A tal que
a — € < ay, lo que prueba que o = sup A.

O

La proposicién anterior nos dice que el inico mayorante de un conjunto de ntime-
ros reales no vacio y mayorado que puede ser limite de una sucesion de elementos
de dicho conjunto es el supremo. Es facil deducir que el inico minorante que puede
ser limite de una sucesion de elementos de un conjunto de nimeros reales no vacio
y minorado es el infimo.
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5.4. Ejercicios

Ejercicio 5.4.1. Sean {z,} e {y,} dos sucesiones de nimeros reales acotadas. Pro-
bar que las sucesiones {x, + y,,} v {z,yn} estdn acotadas.

Ejercicio 5.4.2. Dar un ejemplo de 2 sucesiones de numeros reales, {z,} € {yn},
no convergentes tales que {z,, + y,} sea convergente.

Ejercicio 5.4.3. Sea x € R fijo. Probar que existen 4 sucesiones {7}, {g.}, {an} ¥y
{Bn}, con {r,}, {g.} sucesiones en Q y {a,,}, {3, } sucesiones en R —Q convergentes
a x tales que:

rp < T < (qp, YneN
a, <r < B, VYneN

Ejercicio 5.4.4. Sean {x,} una sucesiéon de nimeros reales y p un nimero natural.
Definimos la sucesion {z,} tal que

Zn = Tptp, VN EN
Probar que {z,} converge, si y sélo si, {z,} converge, en cuyo caso

lim{z,} =lim{z,} = lim{x,,,}
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6. Sucesiones monotonas,
parciales y de Cauchy

6.1. Sucesiones monotonas

Definicién 6.1. Se dice que una sucesién de ntmeros reales {z,} es creciente
(respectivamente decreciente) si x, < x,41, ¥n € N (respectivamente x,, > x,1,
Vn € N).

Definicién 6.2. Se dice que una sucesion de niimeros reales {z,,} es estrictamente
creciente (respectivamente estrictamente decreciente) si z,, < x,.1, Vn € N
(respectivamente x,, > x,.1, Vn € N).

Definicién 6.3. Se dice que una sucesién de niimeros reales es monétona cuando
es creciente o decreciente. Si el crecimiento o decrecimiento es estrico, diremos que
es estrictamente monétona.

Toda sucesion estrictamente mondétona es mondtona, pero el reciproco no es cier-
to. Las sucesiones constantes también son mondtonas, pues cumplen con la definicién
de sucesién creciente (también la de decreciente). Es facil ver que el que una sucesién
sea monotona no implica que sea convergente en general. Vamos a ver la relacion
entre convergencia, acotacion y monotonia en el siguiente teorema:

Teorema 6.1. Toda sucesion de nimeros reales {x,} creciente y mayorada es con-
vergente con lim{x,} = sup{z, : n € N}.

Demostracion. Sea o = sup{z, : n € N}.
Ve>0dmeN : a—e <z,
Sin € N, n > m, entonces:
a—€e< Ty LTy, — a—c<zr,La<a+te
Por lo que lim{z,} = «, como querfamos. ]

Andlogamente, es facil probar que toda sucesion de numeros reales decreciente
y minorada es convergente con con lim{z,} = inf{z, : n € N}.

Corolario 6.1.1. Toda sucesion de niumeros reales mondtona y acotada es conver-
gente.
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6.2. Sucesiones parciales

Definicién 6.4. Se dice que una aplicaciéon ¢ : N — N es estrictamente
creciente si
o(n) <o(n+1), YvneN.

Es inmediato comprobar que o : N — N es estrictamente si y solo si
n,meN, n<m = o(n) <o(m)

Definicién 6.5. Dadas dos sucesiones de nimeros reales {z,} e {y,}, diremos que
{yn} es una sucesion parcial de {z,} si existe 0 : N — N estrictamente creciente
tal que

{yn} = {xa(n)}a Vn e N

Por ejemplo, la sucesién {1} (constantemente igual a 1) es una parcial de {(—1)"}
(Témese o(n) = 2n). En general, las sucesiones parciales de {z,} son de la forma
{Zs(n)}, con o una aplicacién de N en N estrictamente creciente.

Las siguientes afirmaciones son de comprobacién inmediata:
» Toda sucesion es una parcial de si misma.

» Si {y,} es una parcial de {z,} v {2,} es una parcial de {y,}, entonces {z,}
es una parcial de {z,} (Piénsese que la composicién de aplicaciones de N en
N estrictamente crecientes es a su vez estrictamente creciente).

Lema 6.2. Sea 0 : N — N una aplicacion estrictamente creciente. Entonces, se
tiene que o(n) > n, Vn € N.

Demostracion. Hacemos induccién sobre n. Obviamente o(1) > 1. Supuesto que
o(n) > n para un cierto n natural, tenemos que

on+1)>0n)>2n = on+1)=2n+1
donde se ha usado el Corolario 2.4.1, lo que demuestra el lema. O

Proposicion 6.3. Cualquier sucesion parcial de una sucesion de niumeros reales
convergente es convergente y tiene el mismo limite'.

Demostracion. Sea {z,} — x y sea {y,} una sucesién parcial de la anterior. Sea
o : N — N una aplicacién estrictamente creciente tal que

{xa(n)} = {yn}a Vn € N
Dado € > 0, por ser {z,} — x tenemos

dneN:neN n>2m = |z, —z|<e.

IEste resultado nos asegura que si una sucesién converge, cualquier parcial suya también lo hard
y con el mismo limite. En general, que una sucesién admita una parcial convergente no implica que
la sucesién sea convergente, pero la sucesién {z,} = {z, con p € N, es una sucesién parcial
) +pJs )
“muy especial”, pues su convergencia equivale a la de la sucesién (Como ya se vio en el ejercicio
5.4.4).
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Por el lema anterior, si n > m, entonces o(n) > n > m y por tanto
|yn - CC| - |xa(n) _J7| <e
por lo que {y,} — x, como queriamos probar. O

Lema 6.4 (Lema del Sol naciente). Toda sucesion de nimeros reales admite una
parcial monaotona.

Demostracion. Sea {x,} una sucesiéon de nimeros reales cualquiera. Consideramos
el conjunto
A={neN : z, >z, VheN}

Supongamos que el conjunto A es infinito. Entonces, aplicando el Lema 2.10,
obtenemos una aplicacién ¢ : N — N estrictamente creciente tal que o(N) = A.
Dado un natural n arbitrario, se tiene que

Lo(n) > Lo(n)+hs Vh € N
y en particular, tomando h = o(n + 1) — o(n) se tiene que
ZTo(n) 2 To(ntl), Vn € N

por lo que {,(n)} es una sucesién parcial decreciente.

Si A fuera finito, sea m un natural tal que A C S(m). Dado p natural, con p > m,
definimos
g(p)=min{n e N : n>p, z, <z,}.

Notemos que el conjunto de la derecha es no vacio por ser p ¢ A, luego por el
principio de buena ordenacién tiene minimo. Claramente g(p) > p > m, por lo que
g es una aplicacion del conjunto N—S(m) en si mismo. Definimos ahorac : N — N
por induccion de la siguiente forma:

ocl)=m+1, o(n+1) =g(a(n)), Yn € N.

Evidentemente o(n 4+ 1) > o(n) para todo n natural, luego ¢ es una aplicacién de
N en N estrictamente creciente, por lo que {x,(,,)} es una sucesién parcial de {z,}.
Ademds, por ser x4, > x, para todo p € N — S(m), tenemos que

Lo(nt1) = Lg(o(n) = To(n)
por lo que {,(n)} es creciente. O

Como consecuencia directa del lema anterior, obtenemos una importante propie-
dad de las sucesiones de nuimeros reales acotadas.

Teorema 6.5 (de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion de nimeros reales acotada
admite una parcial convergente.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién de nimeros reales acotada. Aplicando el lema
anterior, obtenemos una sucesién parcial monétona {z,(,)}. Dado que {7y, } tam-
bién esta acotada ({s;) : n € N} C {x, : n € N}). Por tanto, por el corolario
6.1.1, se tiene que {z,(,)} es convergente. O
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6.3. Sucesiones de Cauchy

Hasta ahora, salvo en el caso de sucesiones mondétonas y acotadas, para determi-
nar si una sucesion era o no convergente debiamos conocer de antemano su posible
limite. Dedicamos este apartado para obtener una caracterizacién de las sucesiones
convergentes sin presuponer el conocimiento de un posible limite.

Intuitivamente, si una sucesion de numeros reales es convergente, sus términos
suficientemente avanzados son tan cercanos como se quiera. Formalizamos esta idea
a continuacion.

Definicién 6.6. Se dice que una sucesién de nimeros reales {x,} es una sucesién
de Cauchy si verifica:

Ve>0,3meN : pgeN pg>m = |z, -z, <e¢

Teorema 6.6 (de Complitud de R). Una sucesion de nimeros reales {x,} es con-
vergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que {x,} — . Dado € > 0 tenemos

€
dneN:neN n>m = ]a:n—ac|<§.
Asi, dados p,q € N, con p,q > m tenemos
2y — | < |zp — 2]+ v — 74 <€

por lo que {z,} es de Cauchy.

Reciprocamente, supongamos que {x,} es de Cauchy. Entonces
dneN :pgeN, pg>m = |r,— x4 <1
Tomando K = x,, y haciendo ¢ = m se tiene
pzm — K-1<z,<K+1

luego {x,, : n > m} es un conjunto acotado, por lo que la sucesién {z,} esta
acotada. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, {z,} admite una sucesién parcial
convergente {Z,(, }. Sea x = lim{z,(, }. Dado € > 0, tenemos que

5
IJmieN:neN, n>2m = |mg(n)—x|<§

g
Imy €N = pg €N, pg=my = |, — g < 3

Sea m = max{my, ma}. Si n > m, entonces
5
on)=2n=m = |Tem — | < B
€
n,o(n) = me = |Tn — Tow)| < 5
con lo que finalmente
[Tn — x| < |2 — Tom)| + |[Tom) — 2] <€

por lo que {z,} — z, como queriamos. O]
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6.4. Limites superior e inferior de una sucesién

Si{z,} es una sucesiéon de nimeros reales acotada, entonces 3A, B € R tales que
A<z, <B, YneN.

Definimos las sucesiones {a,,} v {5,} como sigue:
a, = inf{xy : k>n}
Bn =sup{zy : k>=n}

Es facil ver que
A< a, < B <B, VneN,

que {a,} es creciente y que {3, } es decreciente, luego ambas sucesiones son conver-
gentes verificando que lim{«, } <1lim{g,}.

Definicién 6.7. Sea {z,,} es una sucesién de nimeros reales acotada. Definimos el
limite superior de la sucesién {z,}, notaremos lim sup{z,}, como sigue:

limsup{z, } := lim{3,}

Andlogamente, definimos el limite inferior de la sucesién {x,}, notaremos
lim inf{x, }, como sigue:
liminf{x,} := lim{a, }

Proposicién 6.7. Si {z,} es una sucesion de nimeros reales acotada y L € R,
entonces:
{z,} — L <= liminf{z,} = limsup{z,} = L

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

<) Como o, < x, < By, Yn € Ny liminf{z,} = limsup{z,} = L, aplicando el
Lema 5.12, tenemos que {z,} — L.

=) Dado € > 0, existe m € N tal que si n € N, n > m se tiene que

Es claro que

y usando que
a, = inf{zy : k>n} A Bn =sup{zr : k>=n}
entonces
an>L—g>L—e A ﬁn<L+§<L+g
de donde deducimos que

Ve>0, imeN :n>m=—=L—-c<a, <. < L+¢,

por lo que liminf{x,} = limsup{z,} = L.
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6.5. Ejercicios

Ejercicio 6.5.1. Dar un ejemplo de una sucesiéon de ntimeros reales positivos que
sea convergente a 0, pero no sea monétona.

Ejercicio 6.5.2. Dar un ejemplo de una sucesién no acotada que admita una parcial
convergente.

Ejercicio 6.5.3. Sea z € R, x # 1. Probar que
1— xn+1
1+x+x2+x3+---+x":1—, Vn e N
—x
Ejercicio 6.5.4. Sea 0 < x < 1. Probar que {z"} — 0.

Ejercicio 6.5.5. Sea —1 < x < 1. Probar que {z"} — 0y que

{l+z+22+2° 4+ +2"} — :
— X

Ejercicio 6.5.6. Sea x > 1. Probar que {2"} no esta acotada.
Ejercicio 6.5.7. Sea a > 0. Definimos la sucesién {x,} como sigue:

L,
1+z,

, VneN

Ty = a, Tpt1 =

Probar que {z,} — 0.

Ejercicio 6.5.8. Probar que la sucesién x; = 1; x,41 = /3x, es convergente y
calcular su limite.

Ejercicio 6.5.9. Estudiar la convergencia de la sucesion

245
6

, VneN

T = 2, L+l =
Ejercicio 6.5.10. Considera la sucesion
r1=1 2,1 =vV1+2z,—1, VneN

Calcular lim{x, } y lim {#11}

Ejercicio 6.5.11. Sea a > 1 fijo. Estudiar la convergencia de la sucesion

[x2 +a
T =0, Tpy = ”2 , Vn € N

Ejercicio 6.5.12. Estudiar la convergencia de la sucesion

Tn
14 2z,

, VneN

xr = ]_, Tpt+1 =

Ejercicio 6.5.13. Sea {x, } una sucesién de nimeros reales acotada y sean M, P € R
tal que limsup{z,} < M y que liminf{x,} > P.
Probar que

dn,eN :nem =z, <M
dne €N : nemy— 2z, > P
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7. Sucesiones divergentes

7.1. Definiciones basicas

Definicién 7.1. Se dice que una sucesién de numeros reales {z, } diverge positi-
vamente si
VKeRImeN :neN, n>m = z, > K.

Escribiremos {z,} — +oc.

En la definicion se exige que todos los nimeros reales cumplan una determinada
condicion. Es claro que si la condiciéon anterior se cumple para un cierto K € R,
también se cumple para cualquier niimero real menor que él. Por tanto, para que
una sucesion de nimeros reales diverja positivamente, basta con que dicha condicién

sea cierta para un conjunto de nimeros reales no mayorado, como R*. Por ello, es
usual poner en la definicién “VK € R*”.

Definicién 7.2. Se dice que una sucesién de nimeros reales {z,} diverge nega-
tivamente si

VKeRImeN : neN,n>m = =z, < K.
Escribiremos {z,} — —oc.

Por un razonamiento similar al de la aclaraciéon anterior, basta con exigir que la
condicién sea cierta para un conjunto de nimeros reales no minorado, como como
R~. Por ello, es usual poner en la definicion “VK € R™”.

Definicién 7.3. Diremos que una sucesién de nimeros reales {x, } diverge cuando
diverja positivamente o negativamente, escribiremos {|z,|} — +oc.

Es obvio que toda sucesion de nimeros reales divergente es no acotada, pero
merece la pena destacar que existen sucesiones de nimeros reales que, a pesar de
no estar acotadas, no son divergentes.

Aunque la gran mayoria de resultados de este tema se proponen como ejercicio,
vamos a ver un resultado que nos sera de utilidad méas adelante.

Teorema 7.1. Sean {x,} e {y,} dos sucesiones de nimeros reales. Supongamos que
{z,} diverge positivamente y que {y,} verifica la siguiente condicion:

Je>0, peN: n>2p=y, >c¢

Entonces {xpy,} — +00.
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Célculo 1 7. Sucesiones divergentes

Demostracion. Dado K > 0, por ser {x,} — +00, podemos encontrar un natural
q tal que para n > ¢ se tenga x,, > % Tomando m = méx{p, ¢} tenemos

K

lo que prueba que {z,y,} — 400, como queriamos. O]

7.2. Ejercicios

Probar los siguientes resultados:
Ejercicio 7.2.1. Si {x,} — 400, entonces {z,} estd minorada.
Ejercicio 7.2.2. Si {z,} — —o0, entonces {z,} estd mayorada.
Ejercicio 7.2.3. Probar que
{z,} — 400 <= {—2,} — —0o0.
Ejercicio 7.2.4. Si {z,} — +00 e {y,} estd minorada, {z, + y,} — +o0.
Ejercicio 7.2.5. Si {z,} — —o0 e {y,} estd mayorada, {z, + y,} — —o0.

Ejercicio 7.2.6. Si {x,} es divergente y {y,} estd acotada, entonces {x, + y,}
diverge.

Ejercicio 7.2.7. Si {z,} e {y,} divergen ambas positivamente o ambas negativa-
mente, entonces {x,y,} — +o0.

Ejercicio 7.2.8. Si {z,} — +o0 e {y,} — —o0, entonces {x,y,} — —oc.
Ejercicio 7.2.9. Si {z,} — +00 e {y,} — y > 0, entonces {z,y,} — +oo.

Ejercicio 7.2.10. Si z,, # 0, Vn € N, entonces

1
{z,} diverge <— {—} — 0.
T

n

Ejercicio 7.2.11. Sea {z,} una sucesién de nimeros reales no nulos. Entonces,

. ’ . . 1 . o).
{z,} converge a cero si, y sélo si, la sucesién {|x—|} diverge positivamente.
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8. Criterios de convergencia de
sucesiones

En este tema veremos algunos criterios de convergencia béasicos para sucesiones.
Algunos de ellos los daremos sin demostrar, pues requieren de herramientas que aun
no hemos introducido en estos apuntes, por lo que si el lector estd interesado en
conocer las demostraciones, se le recomienda buscar en la bibliografia recomendada
en la guia docente de la asignatura.

8.1. Criterios de convergencia

Teorema 8.1 (Criterio de Stolz). Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nimeros
reales con {b,} estrictamente creciente y divergente positivamente. Entonces:

Gt Tl L — 198 L LeRU{+oc,—oo).
bn+1_bn bn

13+23+33+-~-+n3}

Ejemplo. Estudia la convergencia de la sucesion { I

n

Sean {a,} = {13+ 23+ 3+ .- +n3} y {b,} = {n'}. Es facil ver que {b,} es
estrictamente creciente y que diverge positivamente, por lo que podemos aplicar el
criterio de Stolz.

Ung1 — Gn | (n+1)3 [ nP+3n*+3n+1
bop1 —bo | L(n+1)4—=nt | | 4n3 +6n2 +4n +1

Dividiendo numerador y denominador por n?, tenemos

n®+3n%+3n+1 3 3 1
{an+1—an}_ n3 B B Rl G
- N 3 2 o 6 4 1 4
bpi1 — by n° +6n° +4n+1 4+_+_2+_3 4
n3 n o n n

B WS NI N 1
Por el criterio de Stolz,{a—}:{ R e e — =

bn

n4

Corolario 8.1.1 (Criterio de la media aritmética). Sea {z,} una sucesion de nime-
ros reales. Definimos la siguiente sucesion:

{yn}:{x1+x2+...:pn}'

n
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Célculo 1 8. Criterios de convergencia de sucesiones

Entonces:
{z,} — L= {y.} — L, L e RU{+o00, —00}.

Demostracion. Basta con considerar {a,} = {1 + zo+ ... 2.} vy {bn} = {n} y
aplicar el criterio de Stolz para la sucesion {y,} = {{*}. O

Corolario 8.1.2 (Criterio de las medias geométricas). Sea {a,} una sucesion de
numeros reales positivos y sea {f,} tal que

Bn= /a1 -0z .. oy, YneN.
Si {a,} — L, entonces {8,} — L, L € R{ U {+oc0}.

Teorema 8.2 (Criterio del cociente para sucesiones). Sea {a,} una sucesion de
numeros reales tal que a, > 0, VYn € N. Entonces:

{a"“} — L= {Ya,} — L, L € Rf U {+c0}.

an
Demostracion. Sea cq = a1, oz = 2,..., o, = ;. Por hipétesis, {an} — L.
Noétese que
B = Vo -ag ..., = Ya,.
Aplicando el criterio de las medias geométricas a {a,, }, tenemos el resultado buscado.
O

Ejemplo. Estudia la convergencia de la sucesién {/n}.

Sea a, =n > 0 Vn € N. Aplicamos el criterio del cociente:

-
ap n

y por el criterio del cociente, {/n} — 1.

Antes de dar el ultimo criterio de convergencia, es necesario dar la siguiente
definicion.

Definicién 8.1. Definimos el niimero e como sigue:

(1)}

Aunque no vamos a demostrarlo, el nimero e es irracional, y tenemos que
e~ 2,718281828459.

Dado a > 0, definimos el logaritmo neperiano de a, notado por In(a)!, como
el inico nimero real tal que

Ya estamos en condiciones de dar el ultimo criterio de convergencia de sucesiones
de ntimeros reales.

LOtros autores utilizan la notacién log(a) para el logaritmo neperiano.
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Teorema 8.3 (Criterio de Euler (o criterio exponencial)?). Sean {x,} — 1, z, >
0, Vn € N e {y,} cualquiera. Entonces

{gn(en = 1)} — L= {ar} — e*
con L € RU {400, —00}.

Ejemplo. Estudia la convergencia de la sucesién {n(3/2 —1)}.

Sean {z,} = {2} e {y} = {n}. Dado que {z,} — 1y que x,, >0, Vn € N,

podemos aplicar el criterio de Euler.
{wir} ={(V2)"} = {2}
y por tanto, por el criterio de Euler
{2} — 2= {n(V2-1)} — In(2)

va que 2 = el <= L = In(2).

8.2. Ejercicios

Ejercicio 8.2.1. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:

1. {ﬁ}
2"+ n
3" —n

13 +23 —I—n}

2.

1
1++++
n

{
I
{

6. {/n}
7. { Vnl}
n*vn
14+2v243V3+---+nyn
) |
9.

{y m}
n n!

2Aunque en estos apuntes no vamos a definir las potencias de exponente real, daremos por
conocidas sus propiedades y las de los logaritmos.
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Célculo 1 8. Criterios de convergencia de sucesiones

n®>+5

10. _
n?+2n+1

U

Ejercicio 8.2.2. Sean a,b € R* (fijos). Estudiar la convergencia de la sucesién:
{@+)t}
Ejercicio 8.2.3. Estudiar la convergencia/divergencia de las siguientes sucesiones:

1. {In(n)}

o

&

)

Ejercicio 8.2.4. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:

1 {ﬁzﬁ@}, 09

2. {n(Ya—1)}, aeR"
3 {aC/E—i—ﬁ%

a+p

}, a,beRY, a,feR : a+L#0
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9. Series de numeros reales

9.1. Introduccion a las series de numeros reales

Definicién 9.1. Sea {a,} una sucesién de nimeros reales cualquiera. Definimos la
sucesion {A,} como sigue:

Al = arp, An-l—l = An + any1, vn =2

A la sucesién {A,} la llamaremos serie de término general a,. Usualmente,
la notaremos por:
P

n=1
n
Al término A,, = E ay lo llamaremos suma parcial.

k=1
Cuando la serie sea convergente, escribiremos

lim{A,} = nh_)rn Zak ian
n=1

y serd denominado por suma de la serie o limite de la serie.

Veamos ahora algunos ejemplos de series de niimeros reales:

9.2. Algunas series importantes y primeros resul-
tados

Series geométricas': E r", relR
n=0
1 —rk
1-r

Mw

n=0

La serie geométrica converge si y sélo si [r| < 1y en tal caso se cumple que

[e.9]
57’":

n=0

Ver ejercicios 6.5.3 , 6.5.4, 6.5.5, 6.5.6.
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Célculo I 9. Series de numeros reales

. s 1
Serie armonica: E —
n
n=1
La serie armonica no es convergente. Para verlo, notemos que

A—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 >1+1+1+1—5
8 " T9 T\ 3 56 78 2 792792 9

En general, es ficil probar que Ay > 1 + % para todo n natural, por lo que
{Agn} — 400, y entonces {A4,,} — +o0.

. . (_1)n+1
Serie armonica alternada: Z ~ 7

n=1

La serie armoénica alternada si es convergente. La demostracion se vera mas
adelante.

1 1
Serie telescopica: Z (— T 1).
n o n

n>1

La serie telescopica si es convergente. Para verlo, notemos que
— (1 1 - 1 1 1 1 1
i — i 1— = Z_Z - —
£ (n n—i—l) LHJO;K 2>+<2 3>+ +(n n+1)1
- 1 1 1 1 11 1
= i 1 S 4z 4 Z) = —
n1—>ngo;|:+( 2+2)+( 3+3>+ +(n+n> n+1]
1

= (1 1
por lo que la serie telescépica es convergente con Z <— o 1) =1
n o n

n=1

Proposicién 9.1. Sean {a,} y {b.} dos sucesiones de nimeros reales tales que
dm e N, m > 1, tal que, sin € N, n > m, entonces a,, = b,. Entonces:

Z a, converge <= Z b, converge

n=>1 n=>1

eEn cuyo caso
-1

3

m—1

S,

n=1

oo
D=

n=1

an:ibn

1 n=1

S
Il

Demostracion. Teniendo en cuenta que para todo n > m se verifica la igualdad

n n m—1 n n m—1
D= =y o= b= b= b
k=m k=1 k=1 k=m k=1 k=1

deducimos que
E a, converge <— E b, converge

n=1 n=1
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Célculo I 9. Series de numeros reales

en cuyo caso, tenemos que

oo
D=

n=1

-1 -1

an:ibn— b,

1 n=1

3
3

3
I
i
—

como queriamos probar. O

En particular, dado m € N, m > 1, hemos probado que

E a, converge <— E an converge

n>1 n=m

La proposicion anterior nos dice que la convergencia de una serie no se ve afectada
al modificar un nimero finito de términos, aunque (como es lgico) la suma de dicha
serie si se vera afectada.

Proposicion 9.2 (Condicién necesaria de convergencia de una serie).

Si Z a, converge = {a,} — 0

n=1
Demostracion. Supongamos que {A,} — L € R. Entonces, tenemos que
{a,} ={A1 — A} — 0

como queriamos demostrar. O
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10. Criterios de convergencia de
series de términos no negativos

En este tema trataremos el estudio de las series de ntimeros reales de términos
no negativos. Por ello, si g a, es una serie, consideraremos que a,, > 0 para todo

n=1
n natural.

10.1. Ciriterios de convergencia

Notemos que al ser a,, > 0, Vn € N, la sucesién {A,,} es creciente, por lo que:

Proposicién 10.1 (Criterio basico de convergencia). Si a,, > 0, ¥n € N, entonces

E a, converge <= E a, estd mayorada

n=1 n=1

Proposicién 10.2 (Criterio de comparacion). Sean {a,} vy {b.} sucesiones de
numeros reales con ay, b, = 0, Vn € N. Supongamos que

JneN :neN n>m=—a,<bh,

Entonces
S1 E b, converge, entonces E a, converge

n=1 n=1

Demostracion. Supongamos que g b, converge. Usando que
n=1

E an, converge < E an converge,
n>1 nz=m

deducimos que

S0 <Y b <> b ek,
n=1

n=m n=m

por lo que E an esta mayorad& y en consecuencia, es convergente. O
n=1

Corolario 10.2.1 (Criterio limite de comparacién). Sean {a,} y {b,} sucesiones

de miimeros reales con an,b, = 0, Vn € N. Consideramos la sucesion 7 ¢.
n
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an

= 50 {b_} — 0, entonces

n

Si g b, converge, entonces E a, converge

n=1 n=>1
LY {Z‘j—"} — 400, entonces
n

St g a, converge, entonces E b, converge

n=>1 n>1
= S {‘g—"} — L > 0, entonces

Z a, converge <= Z b, converge

n>1 n>1

Demostracion. Realizamos la distincion de casos:

= Supongamos que {Z—Z} — 0. Entonces

a
ImeN n}m:>b—"<1<:>0<an<bn
n

y basta con aplicar el criterio de comparacion.

= Supongamos que {‘Z—:} — +00. Entonces

dneN : n}m:%>1:>an>bn>0

n

y basta con aplicar el criterio de comparacion.

= Supongamos que {‘Z—n} — L > 0. Sea € = %

Entonces, por convergencia de {‘;—”}, tenemos que
n

L a, 3L L 3L
3 Tn= — < — < — —b, n < —Db,.
meN : n m:>2<bn<2<:>26 <a<2b

Teniendo en cuenta que (;Por qué?)

3L L
E b, converge <= E 7671 converge < E Ebn converge,
n=1 n=1 n=>1
aplicando convenientemente el criterio de comparacién, tenemos que

3L
Z b, converge <= Z Tbn converge —> Z a, converge

n=1 n>1 n=1
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y también que
L
Z a, converge = Z §bn converge <= Z b,, converge
n>1 n>1 nx1

por lo que
Z a, converge < Z b, converge

n=>1 n=1

Ccomo querl'amos ver.
[l

Proposicién 10.3 (Criterio de condensacion). Sea {a,} una sucesion de nimeros
reales decreciente con a, > 0, Vn € N.

E a, converge < E 2" aon converge

n>1 n=1

Demostracion. Sean {A,} y {B,} las sucesiones de sumas parciales de Zan y

n=1
E 2”0,271.

n=1
Usando que {a,} es decreciente, tenemos que

An < A2n+1,1, Vn € N

y entonces
ay + (a2 +a3) + (ag 4 - +az) + -+ (agn + agng1 + -+ + agni11) <
<ap+2as +4as+ -+ 2" = a1 + B,
por lo que si {B,} estd mayorada, {A,} también.

Reciprocamente, para cada n natural tenemos que

1

§Bn = as + 2a4 +dag + - -+ + 2" Lagm <
< (a1 +ag) + (ag +aq) + (as+---+ag) + -+ (agn—141 + - - + agn) = Aom,

por lo que si {A,} estd mayorada, {B,} también. O

Notemos que ya habiamos usado indirectamente el criterio de condensacion pa-
ra demostrar la no convergencia de la serie armoénica. A continuacién, veamos un
ejemplo de uso del criterio de condensacion para estudiar la convergencia de una
importante familia de series de niimeros reales relacionada con la serie armonica.

Ejemplo. Sea a € R. Consideramos la serie
>
n>1 n®

Si a < 0, dicha serie no converge, pues {n%} no tiende a 0.
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Célculo 1 10. Criterios de convergencia de series de términos no negativos

Si a > 0, tenemos que {n%} — 0 y es estrictamente decreciente, por lo que
podemos aplicar el criterio de condensacion:

> an = Y g = SR

n>1 n>1 n>1

que es una serie geométrica con r = 2%, por lo que

Z 2"agn converge <= 2" <l <= a > 1
n>1

y por el criterio de condensacién:

1

E — converge <= o > 1
na

n=1

1
Las series de la forma E — se llaman series de Riemman!.
n
n>1

Proposicién 10.4 (Criterio de la raiz n-ésima). Sea {a,} una sucesion de nimeros
reales tales que a,, > 0, Vn € N,

LY {(/a_n} — L < 1, entonces Zan converge.

n=1

LY {{l/ﬂ} —L>10 {{l/a_n} — 400, entonces Zan no converge.

n>1

Demostracion. Realizamos la misma distincién de casos para la demostracion:

= Supongamos que {:L/an} — L <1.Sear € Rcon L <r < 1. Por conver-
gencia de {:L/an}, sabemos que

dneN :n>m=— VYa, <r<a,<r"

Sabemos que la serie Zr” converge por ser r < 1, por lo que aplicando el

nz

criterio de comparacién, la serie E a, converge.

n=1

= Supongamos que {,"/an} — L > 1o {ﬁ/an} — +00. Sea r € R con
1 <r < L, en ambos casos tenemos que

dneN : n>m=— ¥Ya, >r<=a, >1r"

Sabemos que la serie E r" no converge por ser r > 1, por lo que aplicando el
nz
criterio de comparacién, la serie E a, No converge. ]

n=1

'En otros textos, son llamadas series arménicas de exponente a.
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Célculo 1 10. Criterios de convergencia de series de términos no negativos

El siguiente criterio de convergencia es una consecuencia inmediata de la propo-
sicion anterior.

Corolario 10.4.1 (Criterio del cociente para series). Sea {a,} una sucesidn de
Ap1
Qn

numeros reales tales que a, > 0, ¥Yn € N. Supongamos que — L €

RS U {+o00}. Entonces:

» Si L <1, entonces Zan converge.

n=1

= SiL>1, 0 L=+00, entonces Zan no converge.

n=1

Demostracion. Aplicando el criterio del cociente para sucesiones, tenemos que { wn/an} —
L y basta con aplicar la proposiciéon anterior en cada caso. O

El dltimo criterio de convergencia que veremos en este tema suele resultar espe-
cialmente 1til cuando L = 1 al tratar de aplicar el criterio del cociente.

Proposicién 10.5 (Criterio de Raabe). Sea {a,} una sucesion de nimeros reales
tal que a, > 0, Vn € N. Supongamos que

v ) e
() =

» Sia<—1 (e* < %, equivalentemente), entonces E a, converge.
n=1

o equivalentemente

con o € RU{—o00,+00}.

w Sia>—1 (e* > é, equivalentemente), entonces g an MO CONVeErge.
n=1

1
Ejemplo. Consideramos la serie 5 — . Sl tratamos de aplicar el criterio del co-
n
n=>1

( 1)2 TL2

n+1

A= ——— b 1
{ n12 } {(n 1)2} 7

por lo que el criterio del cociente tampoco nos dice nada. Probemos a aplicar el
criterio de Raabe:

ciente, vemos que

PG ) - )

1
Por lo tanto, Z — converge en virtud del criterio de Raabe.
n

n>1
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10.2. Ejercicios

Ejercicio 10.2.1. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

n 2n+1
. ) <7n n 3)

n=1
2n?
b2 2"+ 3
n>1
(2n)!
c.
; (n!)2(2n + 1)22n
1
2 o
n>1 n

1
“ ;1 vn(n+1)
1
f. ZQn_n

n=1
n+1\"
e (50))

1
Z (2n —1)2n

=

—
S|+
N
ot Do
~~
3

n=>1
D P
2n
n=>1
(n+1)"
|
; 3nn!
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=
|

<

n+1\2
' Z(Bn—l—l)

n=1

2"n!
"y
nn

n>1

Z1-3-5---(2n—1)

X.
4246 (2n+2)
n/+>1 n—1
Dy
n=1

Ejercicio 10.2.2 (Debilitacién del criterio limite de comparacién). Sean {a,}, {b,}
sucesiones de numeros reales con a,, b, > 0, Vn € N.

C s Qn
Si liminf {E} =0(>0= (Z a, converge —» Z b, converge)

n>1 n=1
.1y Q
Si limsups — p = L < 400 = b, converge —> a, converge
p b g
" nx1 n>1

Ejercicio 10.2.3 (Debilitacién del criterio de la raiz n-ésima). Sea {a,} una suce-
sién de numeros reales con a,, > 0, Vn € N.

limsup{Va,} =L <1= Z a, converge

n=1
lminf{{a,} =1>1= Z a, no converge
n=1
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Ejercicio 10.2.4 (Debilitacién del criterio del cociente para series). Sea {a,} una
sucesion de numeros reales con a,, > 0, Vn € N.

Qn
lim sup{ H} =L<]l= Zan converge

a
n n=>1
s An+1
lim inf { =l>1= E a, NO converge
Qp,
n=1
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11. Series de términos sin
restriccion de signos

Hasta ahora, s6lo nos habiamos preocupado de estudiar las propiedades de las
series de términos no negativos. Vamos a completar nuestro estudio bésico de las
series de nimeros reales eliminando la suposicién que hicimos al principio del tema
pasado y trabajaremos con series con no todos sus términos necesariamente no
negativos. No demostraremos los resultados de este tema, asi que se recomienda al
lector que consulte las demostraciones en la bibliografia recomendada en la guia
docente de la asignatura.

11.1. Resultados basicos. Convergencia absoluta
y conmutativa

Definicién 11.1. Se dice que una serie de ntimeros reales Z a, converge abso-
n=1
lutamente si la serie Z |a,| converge.
n=>1
Notese que en el caso de series de términos no negativos la convergencia absoluta
y la convergencia de la serie son equivalentes.

Teorema 11.1. Si la serie de numeros reales g a, converge absolutamente, en-
n=1
tonces es convergente, en cuyo caso se tiene que

oo oo
> an| <D _lanl
n=1 n=1

Ejemplo. Algunos ejemplos son:

-1 n+1 1

I. La serie E % converge, ya que la serie E —; converge, por lo que la
n=1 n n>1
_1)n+1
serie E —5— converge absolutamente.
n=1 n

(_1 n+1

11. La serie E converge, pero no converge absolutamente, pues la serie
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Célculo I 11. Series de términos sin restriccién de signos

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la condicién de converger abso-
lutamente es mas restrictiva que la de convergencia de la serie, pues ya hemos visto
que hay series convergentes que no son absolutamente convergentes.

Las series que son convergentes pero no absolutamente convergentes tienen una
sorprendente propiedad:

Teorema 11.2 (de Riemann). Sea E a, una serie convergente pero no absoluta-
n>1
mente convergente. Entonces:

1. Eriste una biyeccion ¢ : N — N tal que la serie Z Ag(n) MO €S convergente.
n>1

11. Para todo x € R existe una biyeccion ¢, : N — N tal que
o0
Z Qgg(n) = T
n=1

Es decir, las series que son convergentes pero no convergen absolutamente cum-
plen que que existe una reordenacion de los sumandos que hace que la serie obtenida
no sea convergente y también que podemos reordenar los sumandos para que la nueva
serie sea convergente a cualquier nimero real.

Definicién 11.2. Se dice que una serie de nimeros reales ) _, a, converge con-
mutativamente si para toda biyeccion ¢ : N — N se tiene que la serie D -, ag(n)
es convergente con el mismo limite de la serie de partida.

Obviamente toda serie conmutativamente convergente es convergente, pues la
aplicacién Idy (identidad de N) es biyectiva. El siguiente resultado establece la re-
lacién entre convergencia absoluta y conmutativa.

Teorema 11.3. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales.

g a, converge conmutativamente <= E a, converge absolutamente

n>1 n=1
Terminamos el tema dando un ultimo criterio:

Teorema 11.4 (Criterio de Leibnitz). Sea {a,} una sucesion de nimeros reales

convergente a 0 y decreciente. Entonces, E (—1)”+1an converge.
n>1

Realmente, no es necesario que la sucesion sea decreciente. Basta con exigir que
exista un natural m tal que a,+1 < a,, Yn > m, es decir, que sea decreciente a
partir de un natural m en adelante (;Por qué?).

Notese que el criterio de Leibnitz nos sirve para probar la convergencia de la
serie armonica alternada.
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12. Funciones reales de variable
real. Continuidad

12.1. Definiciones y propiedades basicas de las fun-
ciones

Definicién 12.1. Una funcidn real de variable real es una aplicaciéon f : A —
R, donde A es un conjunto de niimeros reales no vacio. Normalmente, nos referiremos
a ellas como funciones simplemente.

Al conjunto A lo llamaremos dominio de la funcién f, al que notaremos por
Dom( f). Cuando no especifiquemos el dominio de la funcién (aunque en estos apun-
tes siempre lo especificaremos), se entiende que el dominio serd el mayor! conjunto
posible para el que la funcién esta bien definida. A dicho conjunto lo llamaremos
dominio maximal de f.

A lo largo de este tema, salvo que se especifique lo contrario, supondremos que
A es un conjunto no vacio de nimeros reales.

Definicién 12.2. Dadas dos funciones f : A —Ryg : A — R, definimos la
suma de f y g como la aplicacién f+g : A — R dada por

(f+9)(z)=f(z)+g(x), Vr e A

Definicién 12.3. Dada una funcién f : A — Ry a € R, definimos el producto
escalar de a por f como la aplicaciéon af : A — R dada por

(af)(z) =af(x), Ve e A

Definicién 12.4. Dadas dos funciones f : A — Ry g : A — R, definimos el
producto de f y g como la aplicacion f-g : A — R dada por

(f-9)(x) = f(z)-g(x), Ve A

Definicién 12.5. Dada una funcién f : A — R, definimos la imagen de f,
notaremos Im(f) o f(A), como el siguiente conjunto:

Im(f) :={f(z) : = €A}

!Entenderemos que con “mayor”, nos referimos a que si un conjunto A es “mayor que” otro
conjunto B, entonces B C A.
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Definicién 12.6. Sean A, B dos conjuntos de niimeros reales no vacios. Sean f : A —
Ryg : B — R dos funciones, con f(A) C B. Definimos la composicién de g
con f como la aplicacién go f : A — R definida por

(9o f)(x) =g(f(x), Ve e A

Definiciéon 12.7. Dada una funcién f : A — R, definimos la grafica de la
funcién f, notaremos Gr(f), como el siguiente conjunto:

Gr(f) :={(z, f(z)) : 2€ A} C Ax R CR?

Definicién 12.8. Sea f : A — R una funcién tal que f(x) # 0, Vz € A.

1
Definimos el inverso de f como la funciéon — : A — R dada por

(%) (x):ﬁ, vz e A

Definicién 12.9. Si f : A — R es una funcién inyectiva, entonces existe una
tnica funcién g : f(A) — R tal que (go f)(z) = z, Vx € A. Dicha funcién g recibe
el nombre de funcién inversa de f (No confundir con la definicién anterior), y la
notaremos por f—!.

Definicién 12.10. Sean f : A — R una funcién y B C A no vacio. A la funcion
flz + B — R dada por

fis(2) = f(z), Vo € B

la llamaremos restriccion de f a B. Diremos también que f es una extension de
fis al conjunto A.

12.2. Definicién y primeras propiedades de las fun-
ciones continuas

Definicién 12.11. Sean f : A — R una funcién y zy € A. Diremos que f es
continua en el punto z; si para toda sucesién {x, } de elementos de A convergente
a xo se tiene que {f(x,)} — f(xo).

Definicién 12.12. Dado B C A no vacio, diremos que f es continua en (el
conjunto) B si f es continua en todos los puntos de B. En particular, diremos que
una funcion es continua si es continua en todos los puntos de su dominio.

Es importante notar que solo se puede hablar de continuidad de una funcién en
puntos donde esta esté definida. Por ejemplo, consideremos la funcién f : R* — R

dada por

f(z) = l, Vo € R*

8

La afirmacién “f no es continua en cero” carece de sentido, pues la funcién no esta
definida en cero.

Proposicién 12.1 (Algebra de funciones continuas). Sean f : A —Ryg : A —
R dos funciones y a € A fijo. Supongamos que f y g son continuas en a. Entonces:
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I. f+4 g es continua en el punto a.
1. f-g es continua en el punto a.
. Sig(x) #0, Vo € A, entonces 5 es continua en el punto a.
Demostracion. Sea {x,} — a, con z,, € A, ¥Yn € N. Por continuidad de f y g en
a, se tiene que {f(z,)} — f(a) y {9(x,)} — g(a), por lo que

{(f +9)(@n)} = {f(xn) + g(zn)} — fla) +9(a) = (f + 9)(a)
y también que
{(f-9)(@n)} = {f(2n) - g(zn)} — f(a) - g(a) = (f - 9)(a)

Si ademads, g(x) # 0, Vx € A, razonando igual que antes vemos que

Tn a
() e -t — a0 - () e
como queriamos ver. O
Ejemplo. Algunos ejemplos béasicos de funciones continuas son:
I. Dado ¢ € R, la funcién f : A — R dada por

f(x) =¢, Vo € A (funcién constantemente igual a c)

es continua, pues si g € Ay {z,} — x0, con z,, € A, ¥n € N, entonces

{f(@n)} = {c} — ¢ = f(z0).
11. También es obvio que la funcién f : A — R dada por
flz)=x, Ve e A
es continua.

Definicién 12.13. Una funcién f : A — R se dice polinémica si existen p € 7Z,
p =0,y ap,a1,az,...,a, € R tales que

f(z) = ap + a1x + apz® + - - + a,a®, Yz € A,

Utilizando lo probado en los ejemplos anteriores y la Proposicién 12.1, tenemos
que toda funcién polinémica es continua.

Definiciéon 12.14. Una funcién f : A — R se dice racional si existen dos
funciones polinémicas f1 y fo en A, con fo(z) # 0, Vo € A, tales que
fi(z)
flz) = , Ve e A
(@) fo(@)

A partir de la Proposicion 12.1 y del ejemplo anterior, se deduce inmediatamente
que toda funcién racional es continua.
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Proposiciéon 12.2. Sean f : A — R yg : B — R dos funciones, con
f(A)C B. Seaae Ayb= f(a) € B. Supongamos que [ es continua en el punto a
y que g es continua en el punto b. Entonces g o f es continua en el punto a.

Demostracion. Sea {x,} — a, con x, € A, Vn € Ny sea {y,} = {f(z,)}. Por
ser y, € B, Vn € N y por continuidad de f, tenemos que {y,} es una sucesién de
elementos de B convergente a b, y por continuidad de g, tenemos que

{9yn)} = {g(f(zn))} — g(b) = g(f(a)) = (g0 f)(a)

como queriamos ver. O

12.3. Caracter local de la continuidad

La nocién de continuidad de una funciéon en un punto involucra claramente al
conjunto en el que la funcién esté definida. Vamos que ocurre con la continuidad
cuando se modifica el dominio de la funcién mediante el procedimiento de restriccion.

Proposicién 12.3. Sea f : A — R una funcion real de variable real y sea B C A
no vacio. Entonces, f|, es continua en todo punto de B en el que lo sea f.

Demostracion. Sea xo € B tal que f sea continua en xy y sea {x,} — xg, con
x, € B, Yn € N. Al ser B C A, tenemos que z,, € A, Vn € N y por continuidad de
f tenemos que {f(z,)} — f(zo), por lo que

{f|B(ZBn)} — f|B(x0>7
lo que prueba la continuidad de f}, en . O

En general, el reciproco de la proposicion anterior no se da. Consideramos la
funcion f : R — R dada por
1 st z€eQ
f(a:)—{ -1 si zeR-Q

Sea B = Q. Es claro que f|, es continua, pero f no es continua en ningtin punto
de Q (de hecho no es continua en ningtin punto de R).

En general, si B es un subconjunto no vacio del dominio, el hecho de que f,
sea continua en todo punto de B sin que lo sea f se debe a que el conjunto B es
“demasiado restrictivo”. Obtenemos ahora un resultado que nos permite deducir la
continuidad de f a partir de f|,, cuando el conjunto B sea “suficientemente amplio”.

Proposiciéon 12.4. Sea f : A — R una funcion, B C A no vacio y xog € B.
Supongamos que eziste 6 > 0 tal que

rec A

|x—x0|<5}:>x€B

Entonces, si f|, es continua en xq, f es continua en x.
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Demostracion. Sea {x,} una sucesién de puntos de A convergente a . Entonces
dpeN:n=2p=|r—x<d

con lo que para todo natural n > p se tiene que z,, € B. La sucesién {z,4,} es una
sucesién de elementos de B convergente a xg, ya que es una parcial de {z,}. Por
ser f|, continua en zy se tiene que {f(@nip)} — f(20), pero ello implica que la
sucesion {f(x,)} converge a f(xg). O

Observemos que la condicién que se impone a B, en la proposicién anterior, es
que contenga todos los puntos de A “suficientemente préximos” a xg. Por tanto,
lo que nos dice la proposicién anterior es que la continuidad de una funciéon en un
punto s6lo depende de su comportamiento en puntos “suficientemente préximos” a
él. Esta idea se suele expresar diciendo que la continuidad de una funcién en un
punto es una propiedad local.

Corolario 12.4.1. Sea f : A — R una funcion yxy € A. Sea d > 0, consideramos
el conjunto

B={ze€A : |z —x <6}
Entonces, f es continua en xq si y solo si f|,, es continua en x.

Demostracion. Por la Proposicién 12.3, si f es continua en g, f, es continua en
zo. Evidentemente, si z € Ay |x — zo| < J, entonces x € B y basta con aplicar la
Proposicién 12.4. O

Ejemplo. Definimos la funciéon parte entera como la funcién £ : R — R dada
por
E(z)=mix{peZ : p<zx}, VreR

Vamos a estudiar la continuidad de la funcién parte entera con ayuda del corolario
anterior. Sea xy un nimero real no entero. Entonces:

d =min{zy — E(zg), E(xg) +1—20} >0
Siz €Ry |x— x| <9, se tiene que
E(zg) <z < E(xg) +1
y por tanto E(z) = E(xg), luego si
B={zeR : |z —ux <}

entonces F|, es constante y por el corolario anterior, es continua en .
Sea ahora xg € Z y sea x, = 1o — %, Vn € N. Se tiene que zog — 1 < z, < x9
para todo natural n, luego

E(x,)=x9—1, YneN

Asi, {E(z,)} no converge a E(xy) y claramente {z,,} — .

En resumen, la funcién parte entera es continua en R — Z y no es continua en
ningtin punto de Z.
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Corolario 12.4.2. Sea A un conjunto de nimeros reales no vacio y xg € A. Supon-
gamos que existe 6 > 0 tal que

{r el |x—x <d}={xo}
Entonces, toda funcion real de variable real definida en A es continua en xg.

Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario 12.4.1, pues si f es cualquier
funcién real definida en A, entonces f| (a0} €S obviamente, continua. n

12.4. Caracterizacion de la continuidad

Damos a continuacion un par de teoremas que nos permitiran caracterizar la
continuidad de una funcién en un punto, y seran de suma utilidad en lo sucesivo.

Teorema 12.5 (Caracterizacién e-6 de la continuidad). Sea A un conjunto no vacio
de numeros reales, f : A — R una funcion real de variable real y xo € A fijo.
Entonces:

f es continua en o <= Ve >0,35 >0 : x € A, |[z—xo| < I = |f(z)—f(z0)| <€

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion.

=) Por reduccién al absurdo, supongamos que
deg >0 : V98>0, dx € Acon |z —xo| <y |f(x) — f(zo)| = €0
Sea d, = 1, Vn € N. Entonces, 3z, € A : |z,—xo| < 8,y | f(zn)— f(20)] = €0
Entonces, tenemos que

1 1
:I;O—ﬁ<:L'n<31:'0+ﬁ7 Vn € N <= {z,} — =9

y al ser f continua, entonces {f(z,)} — f(xo). Pero |f(x,) — f(z0)| = 0o
para todo n natural en contra de que {f(z,)} converge a f(z¢), lo que es una
contradiccion.

<) Sea {x,} — x9, con x, € A, Vn € N,
Ve > 0, por hipétesis, 36 > 0 tal que si z,, € A con |z, — x| < 0 se tiene que
|f(z,) — f(x)| < e. Por convergencia de {z,}, tenemos que

IneN : n>2m= |z, —xo| <9

y aplicando la hipétesis, |f(z,) — f(zo)| < €, y entonces {f(z,)} — f(zo),
por lo que f es continua en x.

]

Aunque en la definicién de continuidad de una funcién f en un punto xq de su
dominio se exige que todas las sucesiones de elementos del dominio convergentes a
xo verifiquen una determinada propiedad, podemos debilitar algo la condicién de
continuidad.
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Teorema 12.6 (Debilitacion de la condicién de continuidad). Sea A un conjunto
no vacio de niumeros reales, f : A — R una funcion real de variable real y xq € A

fijo.
Entonces, [ es continua en xo si, y sélo si, para toda sucesion {x,} de puntos
de A, mondtona y convergente a xy, la sucesion {f(z,)} converge a f(xo).

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion.

—) Evidente: Lo que se exige para toda sucesion de puntos de A convergente a xg
se exige, en particular, para aquellas que sean mondtonas.

<) Por reduccion al absurdo, supongamos que f no es continua en xy. Entonces:
Jeog >0 : V9 >03dzs € Acon |xsg—xo| <y |flxs) — f(zo)| = €0

Para cada natural n, sea 6 = % y sea Y, =T
puntos de A verifica que

. Entonces, la sucesion {y,} de

1
n

[Yn — 0| <0y |f(yn) — f(x0)] = €0, VR EN

Obviamente {y,} — xo. Sea {y,()} una sucesién parcial de {y,} que sea
monétona (Lema 6.4). Aplicando la hipétesis, {f(Yom))} — f(20), lo cual es
absurdo, pues

|f Wo(m)) — f(x0)| = 0, ¥R €N

Por lo tanto, f es continua en x.
O

El teorema anterior nos dice que para estudiar la continuidad de una funcién en
un punto, basta con estudiar inicamente lo que ocurre con las sucesiones monotonas
y convergentes a dicho punto.

12.5. Intervalos

Vamos a presentar una amplia familia de subconjuntos de R, que jugaran un
papel muy importante en los teoremas fundamentales de las funciones continuas.

Notacién. Dados dos nuimeros reales a y b, con a < b, notaremos:

={zeR : a<z<b}
={zeR : a<z<b}
[a,b] ={x €R : a<x<b}
Ja,b] ={x €R : a<z<b}

que reciben, respectivamente, el nombre de intervalo cerrado, abierto por la
derecha, abierto por la izquierda y abierto, de origen a y extremo b.
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Notacién. Dado un ntmero real a cualquiera, notaremos:
] —o0,al={x€eR : z<a}
| —o00,af ={zeR : z<a}
la, 400 ={z€R : x>a}
Ja, 400 ={z€R : x>a}
que reciben, respectivamente, el nombre de semirrecta cerrada de extremo a,

abierta de extremo a, cerrada de origen a y abierta de origen a.

Definicién 12.15. Diremos que un conjunto A de ntimeros reales es un intervalo
si A =R o bien A responde a una de las 8 descripciones anteriores (Nétese que el
conjunto vacio y el conjunto {a} para todo a € R son intervalos).

Es inmediato que si A es un intervalo y x,y € A con x < y, todo real z tal que
r<zZSY

pertenece también al conjunto A. Veamos que esta propiedad caracteriza a los in-
tervalos.

Teorema 12.7 (Caracterizacion de los intervalos). Un conjunto de niimeros reales
A es un intervalo si, y solo si, para cualesquiera x,y € A con x < y se verifica que
[z,y] € A.

Demostracion. El razonamiento anterior nos dice que la condicién es necesaria. Vea-
mos que también es suficiente.

Si A es vacio no hay nada que probar, pues para todo a € R se verifica que
A = la,al. Supongamos que A es no vacio; distinguiremos varios casos:

= Si A no estd mayorado ni minorado, dado z € R, z no es mayorante ni mino-
rante de A, luego existen x,y € A con x < z < y, de donde z € [z,y] C Ay
obtenemos que A = R.

= Si A estd mayorado pero no minorado, sea b = sup A. Entonces, dado z € R,
con z < b, z no es mayorante ni minorante del conjunto A, luego existen
z,y € A. con x < z < y, de donde z € [z,y] C A. Se tiene por tanto:

lo que deja dos posibilidades, A = ] —o0,b[ 0 A= | — 00, b].

= Si A estd minorado pero no mayorado, se demuestra de forma andloga al caso
anterior que A = [a,4+00[ 0 que A = |a, +o0[, donde a = inf A.

= Finalmente, si A estd acotado, sean a = inf A y b = sup A. Dado z € R con
a < z < b, z no puede ser mayorante ni minorante de A, luego existen =,y € A
con r < z <y, de donde z € A. Asi tenemos que

la, b € AC [a,b]
lo que deja 4 posibilidades, segin si a y b pertenezcan o no al conjunto A:
A= la,bl , A= Ja,b] , A=la,b] , A=]a,b
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12.6. Resultados fundamentales sobre funciones
continuas

Hasta ahora, solamente hemos tratado el problema sobre si una determinada

funcion es continua. Ahora bien, supuesto que una funcién sea continua, jqué in-

formacion adicional poseemos sobre la funciéon?. Vamos a dedicar este apartado a

obtener una serie de resultados fundamentales sobre las funciones continuas, prefe-

rentemente de las funciones continuas definidas en intervalos. En lo sucesivo, cuando
se hable de un intervalo, entenderemos que es no vacio.

Proposicién 12.8 (Conservacién del signo). Sea A un conjunto no vacio de nime-
ros reales, xo € Ay f : A — R una funcidn continua en xy con f(xy) # 0.

Entonces, existe d > 0 tal que six € A con |x—xo| < § se tiene que f(x)f(xo) > 0
(f (x) tiene el mismo signo que f(xg)).

Demostracion. Por ser f continua en zg, tenemos que
Ve>030>0 : z€ AN Jrg—0d,z0+6] = |f(z) — flxo)] <e¢
En particular, tomando € = | f(x¢)|, obtenemos
30>0: €A N Jzg—6,20+ = |f(x) — flzo)] < |f(0)]

y por tanto
f(zo) = | f(zo)| < flz) < f(zo) + | f(20)]

de donde se deduce que f(x) y f(zo) tienen el mismo signo. O

Teorema 12.9 (de los ceros de Bolzano). Sea a,b € R cona <by f : [a,b] — R
continua verificando que

fla)f(b) <0 (f(a) y f(b) tienen distinto signo)
Entonces, 3c € Ja,b[ tal que f(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f(a) < 0 < f(b). Definimos el conjunto C' como
sigue:

C={x€la,b] : f(x) <0}

Es facil ver que C es un conjunto de numeros reales no vacio y mayorado. Sea
¢ =supC. Es claro que ¢ € [a,b]. Entonces, existe una sucesiéon {z,} de elementos
de C convergente a ¢ y por continuidad de f en ¢ entonces { f(z,)} — f(c). Dado
que

f(z,) <0, Vn eN

entonces f(c) < 0. En particular, deducimos que ¢ # by ¢ < b, por lo que ¢ € ]a,b|.
Sea {z,} = {c+ £<}. Es claro que
Zn € la,by 2, ¢ C, ¥Yn € N

y por tanto ha de ser

f(z,) 20, ¥n €N
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Evidentemente, {z,} — ¢y usando que f es continua en ¢ y lo anterior dedu-
cimos que

{f(zn)} — fc) 20
y por tanto ha de ser f(c) = 0.

Si fuera f(b) < 0 < f(a), podemos razonar igual que antes o aplicar lo que
acabamos de obtener a la funcién —f (f es continua si y sélo si lo es —f). m

Proposicién 12.10 (del valor intermedio). Sea I un intervalo y f : I — R una
funcion continua en I.
Entonces, f(I) es un intervalo.

Demostracion. Sean «, f € f(I), con o # 5. Supongamos que o < . Sea A € R tal
que o < A < f. Sean z,y € [ tales que f(z) =ay f(y) =p.

Definimos g : I — R dada por
gt) = f(t) = A, Vtel

Es claro que g es una funcién continua, que g(z) < 0y que g(y) > 0, por lo que,
aplicando el Teorema de Bolzano a la restriccién de g al intervalo [z, y], existe z € T
tal que

9(2) =0 = f(2) = A =0 [f(z) = A

Esto prueba que [a, 8] C f(I) para cualesquiera «, 5 € f(I), con a < 3, por lo
que f(I) es un intervalo (Proposicién 12.7).

Si fuera o > 3, basta con razonar igual que antes sobre la funcién g : I — R
dada por
g(t) =A—f(t), vtel

]

Noétese que el hecho de que f(I) sea un intervalo significa que si f toma dos
valores cualesquiera, entonces esta obligada a tomar todos los intermedios. Por tanto,
el Teorema del valor intermedio incluye al Teorema de Bolzano como caso particular,
pero muy poco particular, ya que la demostracién se reduce facilmente, como hemos
visto, a dicho caso.

Definiciéon 12.16. Sea f : A — R una funcién. Diremos que f estd acotada
(respectivamente mayorada, minorada) si el conjunto {f(z) : x € A} estd
acotado (respectivamente mayorado, minorado).

[ estd mayorada <= JK € R : K > f(x), Vr € A
f estd minorada <= Jk € R : k< f(x), Vz € A
[ estd acotada < IM € R" : |f(x)|< M, Vz € A

Diremos que f tiene méximo (respectivamente minimo) absoluto si su imagen
tiene maximo (respectivamente minimo) absoluto. Si g € A con f(xg) = max f(A)
(respectivamente f(zp) = min f(A)), diremos que f alcanza su maximo absoluto
(respectivamente minimo absoluto) en el punto .
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Teorema 12.11 (de Weierstrass o Propiedad de compacidad?). La imagen por una
funcion continua de un intervalo cerrado y acotado es un intervalo cerrado y acotado.
En particular, f alcanza su mdximo y su minimo absolutos en dicho intervalo.

Demostracion. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]. Ya sabemos que f([a,b]) es
un intervalo por el teorema del valor intermedio.

Empezaremos probando que f([a,b]) estd acotado. De lo contrario el conjunto

{If(@)] + 2 €la,b]}

no esta mayorado, luego dado un natural n debe existir z,, € [a, b] tal que | f(z,)| > n.
La sucesién {x, } asi construida es acotada, luego por el teorema de Bolzano-Weierstrass
admite una parcial {z,(,)} convergente.

Sea x = lim{z,() }. Dado que a < 2,5,y < b, Vn € N, tenemos que z € [a,b] y
que por ser f continua en x tenemos que { f(2,(n))} converge a f(z) y en particular
es acotada. Pero entonces existe un niimero real M tal que | f(24(,))| < M para todo
n natural, de donde deducimos que

n<on) <|f(@em) <M, ¥neN
lo que es una contradiccién, pues N no estd mayorado. Asi, f([a,b]) estd acotado.

Sea a = Inf f([a,b]) y B = sup f([a,b]). Sea {y,} una sucesién de puntos de
f([a,b]) convergente a § y para cada natural n, sea t,, € [a,b] tal que f(t,) = yy.

Es claro que {t,} es una sucesion acotada; sea {t,(,)} una sucesiéon parcial de
{tn} convergente a t € [a, b]. Por ser f continua en ¢ tenemos que { f(t,m))} — f(1),

pero { f(tom))} = {Yom)} € {¥om)} converge a j3, luego
B=7(t) € f(la,b])

El mismo razonamiento puede aplicarse para probar que a € f([a,b]). Por el
teorema del valor intermedio, [«, 5] C f([a, b]), pero la inclusién contraria es trivial-
mente cierta, luego

[, 8] = f(la, b])

lo que demuestra el teorema. O

Observese que la hipdtesis de que el intervalo de definicién de la funcién, en
el teorema anterior, sea cerrado y acotado es fundamental en la demostracién. Si
hubiésemos tenido un intervalo no acotado las sucesiones {x, } y {t,} que aparecen en
la demostracién no tendrian que estar acotadas, mientras que si hubiéramos tenido
un intervalo acotado pero no cerrado los limites = y ¢ de las parciales convergentes
extraidas no tendrian por qué pertenecer al intervalo.

2También conocido como Teorema de Bolzano-Weierstrass para funciones continuas. No con-
fundirlo con el que dimos para sucesiones.
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12.7. Funciones continuas e inyectivas

El dltimo teorema que hemos visto afirmaba que toda funcién continua en un
intervalo cerrado y acotado tiene maximo y minimo absolutos, pero nada nos dice
sobre los puntos en los que se alcanzan. Bajo la hipétesis adicional de que f sea inyec-
tiva, veremos que el maximo y el minimo se alcanzan en los extremos del intervalo,
pero esto no es mas que el punto de partida para resultados més importantes?.

Lema 12.12. Sea f : [a,b] — R, con a < b, continua e inyectiva. Supongamos
que f(a) < f(b). Entonces, para todo t verificando que a <t < b se tiene que

fla) < f(t) < f(b)

Demostracion. Sea t € |a,b[. Si fuera f(t) < f(a), si consideramos la restriccién
de f al intervalo [t,b], tenemos que f|,, es continua y al ser f(t) < f(a), por el
teorema del valor intermedio encontramos z € |t, b[ tal que f(z) = f(a). Pero z # a
en contra de que f es inyectiva.

Si fuera f(b) < f(t), razonando igual que antes, encontramos z € Ja,t[ tal que
f(z) = f(b), pero z # b en contra de que [ es inyectiva.

Entonces, debe cumplirse que

fla) < f(t) < f(b), Vt € [a,b],
pero al ser f inyectiva, ambas desigualdades son estrictas. O]

Notemos que el lema anterior puede aplicarse sucesivamente. Si ¢ € |a, b], tene-
mos que f(a) < f(c) < f(b) y al volver a aplicar el lema a las restricciones de f a
los intervalos [a, c] y [c, b], obtenemos que

a<r<c<y<b= f(a) < f(x) < f(c) < fly) < f(b)

y asi sucesivamente. Vemos entonces que f tiene un comportamiento muy concreto,
pues crece al crecer la variable. Antes de expresar de forma rigurosa este hecho,
vamos a concretar algunos conceptos:

Definicién 12.17. Sea f : A — R una funcién real de variable real. Diremos
que f es creciente (respectivamente decreciente) si

Ve,y € A, v <y = f(x) < f(y) (respectivamente f(x) > f(y))

Diremos que f es estrictamente creciente (respectivamente estrictamente de-
creciente) si

Ve,y € A, © <y = f(x) < f(y) (respectivamente f(x) > f(y))

Diremos que f es mondtona si es creciente o decreciente y estrictamente monéto-
na si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

3Los resultados que vamos a presentar en este apartado serdn de gran utilidad cuando se estudie
la derivabilidad de las funciones reales de variable real en la asignatura de Célculo II.
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Lema 12.13. Sea f : [a,b] — R, con a < b, una funcidn continua e inyectiva.
Entonces, [ es estrictamente mondtona.

Demostracion. Supongamos que f(a) < f(b). Sean z,y € [a,b], con z < y. Si fuera
xr = a, usando el Lema 12.7.1 tenemos que f(z) < f(y), e igual ocurre si y = b.

Supongamos entonces que z,y € |a,b[. Entonces, aplicando de nuevo el Lema
12.12, tenemos que f(z) < f(b) y aplicando de nuevo el lema a la restriccion de f
al intervalo [z, b] tenemos que f(z) < f(y) < f(b). Asi, hemos probado en este caso
que f es estrictamente creciente.

Si fuese f(a) > f(b), el razonamiento anterior, aplicado a la funcién —f prue-
ba que —f es estrictamente creciente, de donde deducimos que f es estrictamente
decreciente, como queriamos ver. O

El resultado anterior se puede generalizar, de manera que es cierto para funciones
continuas e inyectivas definidas en un intervalo.

Teorema 12.14. Sean I un intervalo y f : I — R wuna funcion continua e
myectiva. Entonces, f es estrictamente mondtona.

Demostracion. Si I = [a,b], con a < b (si fuera a = b no hay nada que probar), el
resultado es cierto por el Lema 12.7.3. Sea [ un intervalo cualquiera y supongamos,
por reduccion al absurdo, que f no es estrictamente monoétona. Entonces, existen
X1, T2, Y1, Yo € I tales que

vy <y, f(x1) < f(@2), 2 <y2, f(22) > fly0)

Sean a = max{zy,zo} y b = max{y;,y2}. Claramente [a,b] C [ y la restriccién de f
a [a, b] es continua e inyectiva, luego es estrictamente mondtona por lo ya probado.
Pero ello es absurdo, pues 1, s, y1, 92 € [a, b]. ]

Una funcién estrictamente monétona es siempre inyectiva. Sin embargo, una fun-
cién estrictamente monétona no tiene por qué ser continua. La funcién g : [0,2] —
R definida por

T si 0<x<1
g(x) = :
l+z si 1<x<?2

es estrictamente mondtona y no es continua. Damos a continuacion un teorema que
garantiza la continuidad de una funcién mondtona con una hipdtesis adicional.

Teorema 12.15. Sea A un conjunto de nimeros reales no vacio y f : A — R
una funcion mondtona tal que f(A) es un intervalo. Entonces, f es continua.

Demostracion. Supongamos que f es creciente. Sea zp un punto de A y {x,} una
sucesion creciente de puntos de A convergente a xy. Para cada natural n se tiene
entonces z,, < x,11 < Xo, y por ser f creciente

f(xn) < f(xn1) < f(z0), VR €N
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Por tanto, {f(z,)} es creciente y mayorada, luego es convergente. Sea L =
lim{ f(x,)}, es claro que L < f(xg). Supongamos que L < f(xq) y sea y = %@30)
Entonces, tenemos que

flzn) <y < f(zo), VR €N

Por ser f(A) un intervalo, entonces existe € A tal que y = f(z). Si fuese
xr < x, para algun natural n, se tendria, por ser f creciente, que y = f(z) < f(x,),
cosa que no ocurre, luego
x> x, Vn €N

>

Entonces x > zg, de donde f(z) > f(x¢), lo que es absurdo.

Asi, L = f(xo) y {f(xn)} — f(z0). Un razonamiento enteramente andlogo al
anterior nos permite probar que si {x,} una sucesién decreciente de puntos de A
convergente a o entonces { f(z,)} — f(x¢). Por lo tanto, para toda sucesién {z,}
de puntos de A, monétona y convergente a xo se tiene que {f(z,)} — f(xo), lo
que prueba la continuidad de f en xg, y como x( era un punto arbitrario de A, f es
continua en A.

Si f fuera decreciente, —f es creciente y

(=NA) ={-y : ye f(A)}

es, claramente, un intervalo, luego — f es continua por lo ya demostrado, y en con-
secuencia, f es continua, como queriamos probar. n

Si f es una funcién inyectiva definida en un intervalo, la imagen de f~! es un
intervalo. Este hecho evidente junto con el siguiente lema, nos va a permitir obtener
dos importantes consecuencias del teorema anterior.

Lema 12.16. Si f : A — R es una funcion estrictamente creciente (respecti-
vamente estrictamente decreciente), entonces f=1 : f(A) — R es estrictamente
creciente (respectivamente estrictamente decreciente).

Demostracién. Sean x,y € f(A) con x < y; si fuese f~1(z) > f~l(y), al ser f
creciente, tendriamos que

U @) =2 [ (Y) ==y

por tanto, ha de ser f~'(x) < f~'(y) y f~' es estrictamente creciente.
Anélogo razonamiento para el caso en el que f sea estrictamente decreciente. [

12.8. Continuidad uniforme

Sea A un conjunto no vacio de nimeros realesy f : A — R una funcién. Segin
el Teorema 12.5, el hecho de que f sea continua en A se expresa de la siguiente forma:

Vee A, Ve>0,30>0 : x €A, |[v—x| <d=|f(x) — f(zo)| <e

Es importante observar que el nimero d que aparece en el enunciado anterior de-
pende tanto del nimero ¢ escogido, como del punto = de A prefijado. En general,
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para un mismo ¢ pueden aparecer distintos ¢ segin el punto = de que se trate. Tiene
especial interés el caso en que, fijado un € > 0 puede encontrarse un § comun, valido
para todos los puntos = del conjunto A.

Definicién 12.18. Sea f : A — R una funcion real de variable real. Diremos
que f es uniformemente continua® si

Ve>0,30>0 : z,y€ A, |[x—y|<o=|f(x)— fly)] <e

Si B es un subconjunto no vacio de A, diremos que f es uniformemente continua en
B cuando la restriccién de f a B sea uniformemente continua.

A titulo de ejemplo, si A es cualquier conjunto no vacio de nimeros reales, la
funcion f : A — R dada por

flz)=2, Ve A

es uniformemente continua (témese § = ¢). Es claro que, si f es uniformemente
continua, entonces f es continua en A. El reciproco no es cierto.

Para verlo, sea f : R — R definida por f(z) = 22, Vo € R. Supongamos f
fuese uniformemente continua. Entonces

36, >0 : 2y €A jr—yl <& = |2 -y <1

Tomando z = % Ay = %—‘1—1, tenemos |xr —y| < &, y 1 > |22 — y?| = 2, lo que

es, evidentemente, absurdo.

El ejemplo anterior muestra que, a diferencia de lo que pasaba con la continui-
dad, puede ocurrir que el producto de funciones uniformemente continuas no sea
uniformemente continua.

El resultado mas importante relativo a la continuidad uniforme de funciones
reales de variable real es, sin duda, el siguiente.

Teorema 12.17 (de Heine). Toda funcion continua en un intervalo cerrado y aco-
tado es uniformemente continua en dicho intervalo.

Demostracion. Sea f : [a,b] — R continua. Por reduccién al absurdo, supongamos
que f no es uniformemente continua. Entonces:

deg >0 : V6 >0, Iz,y € [a,b] : |z —yl<dy|f(z)— fly)| = eo

En particular, tomando un natural n arbitrario, encontramos x.,, y,, € [a, b] tales que

o0 =yl < v £ () = )] > 20 () (12,0

4La continuidad uniforme no es algo que suela estudiarse en un curso de Célculo I. Sin embargo,
en estos apuntes vamos a ver una corta introduccion, ya que es un concepto que serd necesario
cuando se estudie la integracién de funciones reales de variable real acotadas, y en particular, de
funciones continuas, definidas en intervalos cerrados y acotados en la asignatura de Calculo II.
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Entonces, obtenemos dos sucesiones {z,}, {y,} tales que la Ec. 12.1 es cierta para
todo n natural. Aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass, la sucesion acotada
{z»} admite una parcial {z,(,)} convergente a un nimero real x € [a,b]. Teniendo
en cuenta que

{ya(n) - xa(n)} —0

y que
(o)} = {Yom) = Zotm) + Tom)}

deducimos que {y,(»)} —> . Por ser f continua en el punto z, las sucesiones

{F(@o()} ¥ {/ (Wo(ay)} convergen a f(), y por tanto

Imi €N : neN, n>m = |f(2sm) - f(2)| <%0
Imy €N : n €N, n>m2:>|f(yo<n))—f(~’l?)|<%0

Tomando entonces m = max{ms, ms} y n = o(n) tenemos:

[f (@om) = f(Yom)] < [ (Xom) = (@) +1f (@) = f(Yowm))| <0

lo cual es una contradiccién, pues se tenia

|f(xn) = f(yn)| = €0, VR €N

12.9. Ejercicios
Ejercicio 12.9.1. Estudiar la continuidad de la funcién f : R — R dada por

r st zeQ

f(x):{ l—2z si eR-Q
Ejercicio 12.9.2. Sean f,g : R — R, continuas en todo R. Supongamos que

f(z) = g(z), Vo € Q

Probar que f = g. En particular, si f : R — R es continua en R y f|, constante,
entonces f es constante.

Ejercicio 12.9.3. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. Sea f : R — R
definida por
flz)=f{lx —a|] : a€ A}, Vx € A

Probar que |f(z) — f(y)| < |z —y|, Vz,y € R. Deducir que f es continua en todo R.

Ejercicio 12.9.4. Probar que toda funcién de N en R es continua en N (Las suce-
siones de nimeros reales son funciones continuas).

Ejercicio 12.9.5. Probar que si A es un conjunto finito no vacio de niimeros reales,
toda funcion real definida en A es continua en A.
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Ejercicio 12.9.6. Consideremos el siguiente conjunto de niimeros reales:
1
A={0}Us— : neN
n

Probar que toda funcién real definida en A es continua en {% :neN } Dar un
ejemplo de una funcién real definida en A que no sea continua en 0.

Ejercicio 12.9.7. Probar, utilizando la caracterizacion e-0 de la continuidad, que
la funciéon f : R — R dada por

f(r) =2 VreR
es continua en todo R.

Ejercicio 12.9.8. Dar un ejemplo de una funciéon continua en un punto xy que no
tenga signo constante en ningtn intervalo abierto centrado en dicho punto (intervalo
de la forma |z — 0, z9 + ] con § > 0).

Ejercicio 12.9.9. Dar un ejemplo de una funciéon continua cuya imagen no sea un
intervalo.

Ejercicio 12.9.10. Dar un ejemplo de una funcién definida en un intervalo, cuya
imagen sea un intervalo y que no sea continua.

Ejercicio 12.9.11. Dar un ejemplo de una funcién continua en todo R, no constante
y cuya imagen sea un conjunto (obligadamente un intervalo) acotado.

Ejercicio 12.9.12. Pruébese que si [ es un intervaloy f : I — R es una funcién
continua en [ tal que f(I) C Q, entonces f es constante.

Ejercicio 12.9.13. Probar que todo polinomio de grado impar admite al menos
una raiz real.

Ejercicio 12.9.14. Dado a > 0, probar que existe x € R* tal que 2% = a. El tal =
es unico.

Ejercicio 12.9.15. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua en [0, 1]. Pruébese
que f tiene un punto fijo (Es decir, 3z € [0,1] : f(z) = ).

Ejercicio 12.9.16. Probar que la ecuacién e* + z3 — 6x = 2 tiene, al menos, 3
soluciones en el intervalo [—3, 3].

Ejercicio 12.9.17. Dada f : [0,1] — R continua tal que f(0) = f(1), y dado
n € N fijo, probar que 3¢, € [0,1] : f(c,) = f(cn + 2).

n

Ejercicio 12.9.18. Sea f : [a,b] — R continua tal que

Vo € [a, 0], Fy € [a,b] : |f(y)] < 5|f (@)l

1
2
Probar que 3¢ € [a,b] : f(c)=0.
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Ejercicio 12.9.19. Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo
largo del Ecuador, pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas
sobre el Ecuador que se hallan a la misma temperatura.

Ejercicio 12.9.20. Sea f : |0,1[— Ry g : R — R dadas por:
f(z) ==z, Yz € ]0,1]

T ; +
g(z) =4 T sl z € Ry
= st reR”
—x
Comprobar que f y ¢ son continuas y acotadas pero no tienen méximo ni minimo
absolutos.

Ejercicio 12.9.21. Sea f : [—1,1] — R definida por

Z’2

f(zx) Vo € [—1,1]

ST
Determinar la imagen de f.

Ejercicio 12.9.22. Sea f : [—1,1] — R definida por

Determinar la imagen de f.

Ejercicio 12.9.23. Sea [ un intervaloy f : I — R una funcién inyectiva.
Analicese la relacion entre las siguientes afirmaciones:

I. f es continua.

1I. f(I) es un intervalo.
1. f es estrictamente mondtona.
1v. f~! es continua.

Ejercicio 12.9.24. Pruébese que si A es un conjunto finito no vacio de nimeros
reales, toda funcién de A en R es uniformemente continua.

Ejercicio 12.9.25. Probar que la suma de funciones uniformemente continuas es
uniformemente continua.

Ejercicio 12.9.26. Pruébese que si f, g son funciones uniformemente continuas y
acotadas, entonces fg es uniformemente continua.

Ejercicio 12.9.27. Sea f : A — R. Supongamos que existe K > 0 tal que

|f(z) = fy)| < K|z —y|, Yo,y € A

Probar que f es uniformemente continua®.

5Las funciones que cumplen la propiedad de arriba se dicen lipschitzianas. Se verdn més detalle
en Célculo II, cuando se analice su relacion con la derivabilidad de una funcion.
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Ejercicio 12.9.28. Compruébese que la funcién f : RT — R dada por
1 +
flz)=—, Vz eR
x

no es uniformemente continua.

Ejercicio 12.9.29. Sea A un conjunto no vacio de nimeros realesy f : A — R
una funciéon uniformemente continua.
Probar que si {x,,} es una sucesién convergente de puntos de A (su limite no tiene
por qué pertenecer al conjunto A), entonces la sucesion { f(z,)} es convergente.
Probar que si {x,} e {y,} son sucesiones de elementos de A convergentes al
mismo limite, entonces {f(x,)} y {f(yn)} convergen y tienen el mismo limite.

Ejercicio 12.9.30. Sea f : Q — R una funcién uniformemente continua. Pruébe-
se que existe una funcién g : R — R, uniformemente continua, cuya restriccion a
Q coincide con f.

Ejercicio 12.9.31. Sean a,b € R con a < by sea f : ]a,b[— R una funcién.
Probar que f es uniformemente continua si, y solo si, f es la restriccion al intervalo
la, b[ de una funcién continua en el intervalo |[a, b].
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13. Limite funcional

En este tema introduciremos el concepto de limite de una funcién en un punto
que, cémo se verd, estd muy ligado al concepto de continuidad. Analizaremos deta-
lladamente la relacién entre ambas nociones, obteniendo de paso una clasificacion
de las posibles discontinuidades de una funcién. Con todo, el concepto de limite
funcional adquirira su verdadera relevancia cuando se estudie Calculo Diferencial en
una variable en Calculo II.

Ademas, empleando lo que ya sabemos de sucesiones divergentes, podremos ana-
lizar el comportamiento de una funcién cuando la variable crece o decrece indefini-
damente (limites en el infinito), y por otra, considerar la nocién de divergencia de
una funcion.

13.1. Concepto de limite funcional

Definicién 13.1. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales y a € R.
Diremos que « es un punto de acumulacién de A cuando exista una sucesién
{a,} de elementos de A, distintos de «, convergente a . Notaremos A’ al conjunto
de puntos de acumulacion de A.
Diremos que un elemento a de A es un punto aislado de A si no es un punto
de acumulacién de A.

Ejemplo. Si A = {0} U |1,2[, entonces A’ = [1,2], mientras que el inico punto
aislado de A es el 0.

El ejemplo anterior sirve para poner de manifiesto que ninguna de las inclusiones
A C A A C A tiene por qué ser cierta. De hecho, ninguna lo es en el ejemplo

anterior.

Proposicion 13.1 (Caracterizacién de los puntos de acumulacién). Sea A un con-
junto de niumeros reales no vacio y o € R.

a€eA<=Vi>0,dreA : 0<|zr—al<§

Como consecuencia, un punto a € A es un punto aislado de A si, y solo si, eziste
0 >0 tal que AN Ja—6,a+ = {a}.

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
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—) Sea a € A" y {a,} una sucesién de puntos de A, con a, # «, Vn € N, y
{a,} — a. Dado ¢ > 0, tenemos que

dJneN: neN n>m=la, —al <9,
y en particular, 0 < |a,,, — a| < J.

<) Para cada n natural, sea a, € A tal que 0 < |a, — a| < %; es inmediato que
{an} — ay a, # a, Vn € N, luego « es un punto de acumulacién de A.

]

Definicién 13.2. Sea f : A — R una funcién real de variable real y sea o € A’.
Se dice que la funcién f tiene limite en el punto « si existe L € R tal que para
toda sucesién {a,} de elementos de A distintos de «, convergente a «, se tiene que
{f(a,)} — L. En tal caso, dicho L es tinico y diremos que L es el limite de f en
el punto « y escribiremos:

lim f(x) =L

Tr—

La definicion anterior tiene sentido gracias a la condiciéon de que «a sea un punto
de acumulacién de A. Dado que un punto de acumulaciéon de A no tiene por qué
pertenecer a A, puede tener sentido hablar de la existencia de limite en puntos en
los que la funcién no esté definida, a diferencia de lo que ocurria con la continuidad.

Por otra parte, si « es un punto aislado de A, entonces no tiene sentido hablar
de la existencia de limite en el punto « para funciones definidas en «.

Finalmente, si @ € A es un punto de acumulacion de A, el valor que tome una
funcién f : A — R en el punto a no afecta para nada a la existencia del limite
de f en el punto « ni al valor de dicho limite en caso de que este exista.

Teorema 13.2 (Caracterizacién de limite funcional). Sea f : A — R una fun-
cion real de variable real, sea o € A" y L € R. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

I. lim f(z) =1L

r—a

11. Para toda sucesion {a,} de elementos de A, mondtona y convergente a «, se
tiene que {f(a,)} — L.

. Ve >0, 30>0 : z€ A, 0<|z—a|<d=|f(z) - L| <e.
Demostracion. Demostramos por separado las equivalencias:
I. <= II. Andloga a la demostracion del Teorema 12.6.
I. < III. Andloga a la demostracién del Teorema 12.5.

Dejamos como ejercicio la trascripcion, casi literal, de las demostraciones referi-
das al caso presente. O
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13.2. Relacién entre limite funcional y continui-
dad

El siguiente enunciado permite analizar la continuidad de una funcién en un
punto mediante el concepto de limite funcional.

Proposicién 13.3. Sea f : A— R y sea a € A.
I. St es un punto aislado de A, entonces f es continua en .

1. Si« es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en « si, y solo

st, lim f(x) = f(a).
r—o
Demostracion. Demostramos cada una de las afirmaciones:

I. Segun la Proposicion 13.1, a es un punto aislado de A si, y sélo si, existe un
0 > 0 tal que
{red : |Jz—a|l<d} ={a}

Y esto no es mas que otra forma de enunciar el Corolario 12.4.2.

II. Si f es continua en «, para toda sucesiéon {a,} de puntos de A, convergente
a « la sucesién {f(a,)} converge a f(«), y esto ocurre, en particular, cuando
a, # « para todo n natural, luego lim f(z) = f(a).
Tr—o

Reciprocamente, si lim f(z) = f(a), dado € > 0 existe § > 0 tal que si z € A
T—ro

y 0 < |z —a| < 0, entonces |f(z) — f(a)| < e. Si fuera |z — o] = 0 tenemos
r=ay|f(z)— f(a)| =0 < e. Por tanto, hemos probado que

Ve>0,30>0: 2z€A [r—a|<d=|f(zx)— fla)| <e
Aplicando el Teorema 12.5, f es continua en «, como queriamos.
O

Segtun la proposicién anterior, si f no es continua en « puede ocurrir que f no
tenga limite en « o que dicho limite sea distinto de f(«). Tenemos por tanto dos
tipos de discontinuidades.

Definiciéon 13.3. Sea f : A — Ry a € AN A’ Diremos que f tiene una
discontinuidad evitable en el punto « cuando f tenga limite en el punto a y
dicho limite sea distinto de f(«).

El nombre de evitable se justifica por el hecho de que si cambiamos el valor de
la funcién f en el punto «, dédndole el valor lim f(x), obtenemos otra funcién que
T—ro

es continua en a y que coincide con f en A — {a}.

Notemos que la Proposicion 13.3 se aplica solamente a puntos del conjunto de
definicion de la funciéon. Para puntos de acumulacién de dicho conjunto que no
pertenezcan al mismo, la existencia de limite de una funcién equivale a la posibilidad
de extender la funcién de forma que se obtenga una funcién continua.
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Proposicién 13.4. Sea f : A — R y «a € A", Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. f tiene limite en el punto a.

1. Eziste una funcion f A U {a} — R, continua en el punto « y tal que
flz) = f(x), Vo e A—{a}.

Ademds, en caso de que se cumplan I) y II), se tiene que f(a) = lim f(xz). Como
Tr—o

consecuencia, la funcion f es unica.
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

I. — II. Definimos f : AU {a} — R como sigue:

N ~

fla) = tim f(@). f(z) = f(z). Vo € A~ {a)
Es evidente que « es un punto de acumulacién de AU {a} y que
lim f(z) = lim f(z) = f(@)

por lo que, en virtud de la Proposicion 13.3, f es continua en «; es obvio que
fy f coinciden en A — {a}.

IT. = I. Sea {a,} una sucesién de puntos de A distintos de a, convergente a a.
Por ser f continua en «, tenemos que {f(a,)} — f(a).

Como sabemos que a,, € A — {a}, Vn € N, tenemos que
f(an) = f(an), ¥n €N

y por tanto {f(a,)} — f(a), lo que prueba que lim f(z) = f(a).

T—Q

]

Merece la pena clarificar un poco la proposicién anterior distinguiendo varios
casos. Si & € Ay f es continua en «, entonces f = f;sia € Ay f tiene una
discontinuidad evitable en «;, entonces AU{a} = Ay f es la funcién que se obtiene al
“evitar” la discontinuidad de f. Finalmente, si o ¢ A, segiin la proposicién anterior,
f tiene limite en el punto « si, y sélo si, f admite una extensién al conjunto AU{«}
que sea continua en «, que es precisamente la funcién f .

13.3. Limites laterales

Segtun el Teorema 13.2, para comprobar la existencia de limite de una funcién en
un punto, basta considerar sucesiones monotonas, es decir, considerar simultanea-
mente sucesiones crecientes y sucesiones decrecientes. Cuando se consideran unas y
otras por separado se llega al concepto de limite lateral que introduciremos a con-
tinuacion. Intuitivamente, el que una funcién tenga limite en un punto indica una
regularidad al “acercarnos” a dicho punto. Cuando solamente admitimos la posi-
bilidad de acercarnos al punto por la izquierda (respectivamente por la derecha),
aparece el concepto de limite por la izquierda (respectivamente derecha).
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Definicién 13.4. Sea f : A — R una funcién real de variable real y a € R.
Se dice que « es un punto de acumulacién por su izquierda (respectivamente
por su derecha) de A si existe alguna sucesién {z,,} de puntos de A, menores
que « (respectivamente mayores que «), convergente a «. Escribiremos que a € A"
(respectivamente a € A’,).

De forma equivalente, tenemos que

a€eA —=V5i>0,]la—daf N A#0
aeA = V5i>0, Ja,a+d[ N A#(

Definicién 13.5. Sea f : A — R una funcién real de variable real y a € R.
Diremos que f tiene limite por la izquierda (respectivamente limite por la
derecha) en el punto «; si existe un niimero real L verificando la siguiente propiedad:

Para toda sucesion {a,} de elementos de A, distintos de «, creciente (respecti-

vamente decreciente) y convergente a «, se tiene que la sucesion {f(a,)} converge
a L.
Se suele escribir

L= lim f(x) (respectivamente L = lim f(x))

T z—at

Si consideramos los conjuntos
A, ={a€A :a<a}; Al={a€eA : a>a}

Es inmediato que para que tenga sentido hablar de limite por la izquierda (res-
pectivamente derecha) en « para funciones de A en R es condicién necesaria y
suficiente que « € (A})’ (respectivamente « € (AT)').

También es inmediato que « es un punto de acumulacién de A si, y sdlo si, lo es
de A, ode A}.

Por tanto, si tiene sentido hablar de limite de un funcién en un punto « para
funciones de A en R, también tiene sentido hablar de al menos uno de los limites
laterales.

Proposicién 13.5. Sea f : A — R una funcion real de variable real, « € A" y L
un numero real.

1. Supongamos que o ¢ (AL) pero o € (A,). Entonces

lim f(z) =L <= lim f(z)=1L

T T~

1. Supongamos que o € (AL) pero a ¢ (A,). Entonces

lim f(z) =L <= lim f(z)=1L

rT—ra r—at

1. Supongamos que o € (AL) N (A,). Entonces

lim f(z) =L <= lim f(z)= lim f(z)=1L

T z—at T—a~

Demostracion. Demostramos cada uno de los apartados:
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I. En este caso, el conjunto de sucesiones monodtonas de puntos de A distintos
de a y convergentes a « coincide con el conjunto de sucesiones crecientes de
puntos de A distintos de a y convergentes a «, luego los conceptos de limite
de una funciéon en un punto « y de limite por la izquierda en « son idénticos
en vista del Teorema 13.2 I <= 1II)).

1. Anéloga a I).

111. No es méas que otra forma de enunciar la equivalencia entre las afirmaciones 1)
y 1I) del Teorema 13.2.

]

Definicién 13.6. Sea f : A — R una funcién real de variable real y a € A’. Si
no existe lim f(x), diremos que f tiene una discontinuidad esencial.

T—Q
Definicién 13.7. Sea f : A — R una funcién real de variable real y y a €
(ALY N (AS). Si f tiene limite por la izquierda y por la derecha en el punto « y
ocurre que

lim f(z)# lim f(x)
z—at T—a~
diremos que f tiene una discontinuidad de salto finito en el punto a.

Como ejemplo, es facil probar (jHagase!) que todas las discontinuidades de la
funcién parte entera son de salto finito.

Proposiciéon 13.6. Sea f : A — R wuna funcion real de variable real, o €
R. Supongamos que « es un punto de acumulacion de A, (respectivamente A ).
Consideramos g = f‘A_ (respectivamente g = f|A+). Entonces, f tiene limite por la

izquierda (respectivamente derecha) en el punto « si, y sélo si, g tiene limite en el
punto a, en cuyo caso

lim f(z) = lim g(z) (respectivamente lim f(x) = lim g(x))

T—a” r—a r—at r—a
Demostracion. El conjunto de las sucesiones crecientes (respectivamente decrecien-
tes) de puntos de A distintos de a, convergentes a «, coincide con el conjunto de las
sucesiones monétonas de puntos A, (respectivamente A}), distintos de «, conver-
gentes a a. Con esto la proposicion es evidente teniendo en cuenta una vez mas el
Teorema 13.2. [

13.4. Limites en el infinito

El concepto de sucesion divergente, introducido en el tema 7, nos va a permitir
estudiar el comportamiento de una funcién real de variable real cuando la variable
crece o decrece sin limite.

Definicién 13.8. Sea A un conjunto de nimeros reales no mayorado (respectiva-
mente no minorado) y f : A — R una funcién. Diremos que f tiene limite
cuando la variable diverge positivamente (respectivamente negativamente)
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o que tiene limite en +o00 (respectivamente que tiene limite en —oco) cuando exista
L € R con la siguiente propiedad:

Para toda sucesion {x,} de elementos de A que diverja positivamente (respecti-
vamente negativamente) la sucesion {f(x,)} converge a L.

Si existe, dicho L es tnico y se suele escribir:

L= lim f(x) (respectivamente L = lim f(z))

T—r+00 T——00

Proposicién 13.7. Sea A un conjunto de niimeros reales no minoradoy f : A —
R wuna funcion. Consideramos el siguiente conjunto

B ={—x : x € A} (Claramente B no estd mayorado)
Definimos g : B — R dada por
g(x) = f(—z), Ve € B
Si L es un numero real, entonces

lim f(z)=L<+<= lim g(z)=1L

T—r—00 r—r-+00

Demostracion. Probaremos solamente la implicacién a la derecha, pues la otra es
enteramente analoga. Sea L = lim f(x) y sea {z,} una sucesién de elementos de
T—r—00

B que diverja positivamente. Entonces {—x,} es una sucesién de puntos de A que
diverge negativamente, luego la sucesién {f(—xz,)} = {g(x,)} converge a L. O

Proposicion 13.8. Sea A un conjunto de niimeros reales no mayorado y f : A —
R una funcion. Sea B = {i T EeA x> 0}. Definimos g : B — R dada por

1
o) =1 () vacp
x
Entonces, 0 € B’ y dado un nimero real L se tiene que
limg(zr) =L <= lim f(x)=1L
z—0 T—+00
Demostracion. Sea {x,} cualquier sucesién de puntos de A que diverja positivamen-

te. Entonces
dneN: n>2m=—uz,>0

La sucesion {x,,,} diverge positivamente (;Por qué?) y todos sus términos son po-
1

sitivos, luego es una sucesion de puntos de B no nulos que, por el ejercicio

Tn+m

7.2.11, converge a 0. Esto prueba que 0 € B'.

Supongamos que lir% g(x) = Ly sea {x,} como antes. Entonces, la sucesién
T—

Tn+m

converge a L.

{g < L >} converge a L, por lo que {f(zn+m)} converge a Ly, por tanto, { f(z,)}

Reciprocamente, supongamos que h/Ill f(z) = Ly sea {x,} una sucesién cual-
T—>+00

quiera de puntos de B que converja a 0. Como z, # 0, Vn € N, podemos aplicar

de nuevo el ejercicio 7.2.11, obteniendo que la sucesion {ﬁ} = {i} diverge po-

sitivamente. Como x% € A, Vn € N, tenemos que {f (i)} — L, por lo que la

sucesion {g(z,)} converge a L. O

93



Célculo 1 13. Limite funcional

13.5. Funciones divergentes

Definicién 13.9. Sea f : A — R una funcion real de variable real. Dado oo € A’,
diremos que la funcién f diverge positivamente en el punto « cuando para toda
sucesion {a,} de puntos de A distintos de «, convergente a «, la sucesién {f(a,)}
diverge positivamente. Escribiremos

lim f(x) = +o0

T—Q

Supongamos ahora que o € (A,) (respectivamente a € (A})). Diremos que
f diverge positivamente en el punto a por la izquierda (respectivamente
por la derecha) cuando para toda sucesiéon {a,} de puntos de A, distintos de
a, creciente (respectivamente decreciente) y convergente a «, la sucesién {f(a,)}
diverge positivamente. Escribiremos

lim f(z) = +o0o (respectivamente Hm+ f(z) = +00)
Tr—a r—o

Finalmente, supongamos que A no estd mayorado (respectivamente no mino-
rado). Diremos que f diverge positivamente en +oo (respectivamente en —o0)
cuando para toda sucesion {a,} de puntos de A que diverja positivamente (respec-
tivamente negativamente) se tiene que { f(a,)} diverge positivamente. Escribiremos

h’rf f(z) = 400 (respectivamente lim f(z) = +00)
T—r+00 r—00

Anélogas definiciones para la divergencia negativa de f en un punto «, en el
punto « por la izquierda, en el punto « por la derecha, en +00 y —o0.

Las proposiciones que ya hemos probado referentes a la relacion entre limites
laterales y limite en un punto y a la reduccién de los conceptos de limite lateral y
limite en el infinito al de limite en un punto se pueden adaptar con facilidad al caso
de funciones divergentes. Enunciamos la adaptacién de la Proposicion 13.8, cuya
demostracion se deja como ejercicio.

Proposicion 13.9. Sea A un conjunto de niumeros reales no mayorado y sea f : A —
R wuna funcion. Sea B = {i T €A > 0}. Definimos g : B — R dada por

1
g(m):f(g), Vo e B
Entonces, 0 € B’ y se tiene que

lir%g(x) =400 <= lim f(z) =+o0
z—

Tr—+-+00

En vista de lo anterior, el comportamiento de una funcién en un punto por la
derecha o por la izquierda, en 400 0 en —oo equivale al comportamiento de otra
funcién en un punto. En el resto del tema, todos los resultados se referiran al limite
o divergencia de una funcién en un punto. Sin embargo, debe quedar claro que todos
ellos tienen automaticamente su correspondiente enunciado para limites laterales y
limites en el infinito.

Definicién 13.10. Sea f : A — R una funcién real de variable real y sea a €
(A, ) NA (respectivamente a € (A1) NA). Diremos que f tiene una discontinuidad
de salto infinito por la izquierda (respectivamente derecha) de «a si f diverge
en el punto a por la izquierda (respectivamente derecha).
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13.6. Algebra de limites

En este apartado, relacionamos los conceptos de limite y de divergencia de una
funcién en un punto con las operaciones de suma y producto.

Proposicién 13.10. Sean f,g : A — R funciones reales de variable real y o € A’.

1. Silim f(x) = Ly y lim g(x) = Lo, entonces im (f + g)(z) = L1 + Lo.
T T

T—Q

1. Si lim f(z) = +o0 y g verifica que

Tr—Q

>0, IMeR : z€A, [zx—al<d=gx) > M

(esto es, g estd minorada en la interseccion de A con un cierto intervalo de
centro ), entonces lim (f + g)(x) = 400.
T—Q

Demostracion. Consecuencia inmediata de la Proposicién 5.6 y del ejercicio 7.2.4.
O

Proposicion 13.11. Sean f,g : A — R funciones reales de variable real y o € A’.

1. Silim f(x) =0 y g verifica que

T—Q

>0, IMeR : z€ A, |[z—a|]<d=|g(x)| <M

(esto es, g estd acotada en la interseccion de A con un cierto intervalo de
centro ), entonces lim (fg)(z) = 0.
Tr—a

1. Si lim f(z) = 400 y g verifica que

T—o
30>0, IAN>0: z€A 0<|z—a|<d= g(x) > A

(esto es, g estd minorada por un nimero positivo en la interseccion de A con
un cierto intervalo de centro « salvo el propio punto «), entonces se tiene

lim (fg)(x) = 4o0.
Tr—Q
Demostracion. Consecuencia inmediata de la Proposicién 5.8 y del Teorema 7.1. [

Corolario 13.11.1. Sean f,g : A — R funciones reales de variable real y o € A’.

1. 81 f y g tienen limite en el punto «, entonces fg tiene limite en el punto a y
se verifica que
lim (f9)(2) = lim f(z) lim g()
Tr—Q T—o

T—Q

1. Si f diverge en el punto o y g tiene limite no nulo o diverge en «, entonces
fg diverge en el punto «.

Demostracion. Demostramos cada afirmacion por separado:

1. Consecuencia de la Proposicién 5.9 y también se puede deducir de la proposi-
ci6én anterior (proposiciéon 13.11).
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1. Se deduce de la segunda parte de la proposicién anterior (proposicién 13.11).
Véanse el Teorema 7.1 y los ejercicios 7.2.7, 7.2.8, 7.2.9.

]

Proposicion 13.12. Sean f : A — R una funcion real de variable real y o € A’.
Definimos B={x € A : f(x)#0}. St lim f(x) = L # 0 (respectivamente f diver-
T—o

ge en ), entonces o es un punto de acumulacion de B y la funcion % : B— R

verifica:

lim <l> () = % (respectivamente lim (%) (x) =0)

z—a \ f z—a

Demostracion. Sea {a,} una sucesion de elementos de A, distintos de «, convergente
a a. Entonces, o bien {f(a,)} — L # 0 o bien {f(a,)} diverge. En cualquier caso

ImeN : n>2m= f(a,) #0

y la sucesion {a,,} es una sucesion de puntos de B distintos de « convergente a «,
luego « es un punto de acumulacién de B. Sea {b,} cualquier sucesién de elementos
de B, distintos de «a, convergente a «. Aplicando la Proposicion 5.8 y el ejercicio

7.2.11, tenemos en un caso que {%(bn)} — % y en otro {%(bn)} — 0. O

13.7. Ejercicios

Ejercicio 13.7.1. Sea f : A — Ry a € A’. Probar que f tiene limite en
el punto « si, y sélo si, para toda sucesién {a,} de puntos de A, distintos de «,
convergente a «, la sucesién { f(a,)} es convergente. ;Es cierto el mismo enunciado
pero considerando solamente sucesiones mondtonas?

Ejercicio 13.7.2. Sea f : A— Ry «a € A’. Supongamos que lim f(z) = L # 0.
T—ro
Probar que existe § > 0 tal que

r€A 0<|r—al<d= Lf(x)>0

Ejercicio 13.7.3. Sea f : | —1,1[— R definida por

1 .
Tz si —1<z<0

flz) = a si x=0
1+2% si O0<z<1

JTiene f limite en 07 ;Existe algin valor de a para el cual f sea continua en 07
/Admite f una extensién continua al intervalo | — 1,1]7 ;Y al intervalo [—1, 1]7

Ejercicio 13.7.4. Calcula la imagen de la funcién f : ]0,1] — R dada por

2 — 1
f(.fl?) = m, Vo € ]0, 1[
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Ejercicio 13.7.5. Calcula la imagen de la funcién f : | —1,1[ — R dada por
1—x
-  Vee ]-1,1
Ejercicio 13.7.6. Calcula la imagen de la funcién f : | —1,1[ — R dada por
f@)= == Ve e |- L1

V1— 22

Ejercicio 13.7.7. Sea f : R — R definida por

o e s x#0
ﬂ@_{ 0 si z=0

Probar que:
I. f es continua.
II. f es decreciente en R™.
III. f es creciente en RT.

1v. Calcular la imagen de f.

97



	Números reales: Propiedades básicas
	Axiomas de cuerpo
	Axiomas de cuerpo ordenado
	Valor absoluto
	Ejercicios

	Números naturales y conjuntos numerables
	Conjuntos inductivos y el Principio de inducción
	Potencias de exponente natural
	Conjutos finitos e infinitos
	Conjuntos numerables
	Ejercicios

	Números enteros y racionales
	Números enteros
	Números racionales
	Ejercicios

	El último axioma
	Mayorantes, minorantes, supremo e ínfimo
	El axioma del supremo.
	Primeras consecuencias del axioma del supremo
	Ejercicios

	Sucesiones de números reales
	Definición y propiedades básicas.
	Sucesiones acotadas
	Propiedades de las sucesiones convergentes
	Ejercicios

	Sucesiones monótonas, parciales y de Cauchy
	Sucesiones monótonas
	Sucesiones parciales
	Sucesiones de Cauchy
	Límites superior e inferior de una sucesión
	Ejercicios

	Sucesiones divergentes
	Definiciones básicas
	Ejercicios

	Criterios de convergencia de sucesiones
	Criterios de convergencia
	Ejercicios

	Series de números reales
	Introducción a las series de números reales
	Algunas series importantes y primeros resultados

	Criterios de convergencia de series de términos no negativos
	Criterios de convergencia
	Ejercicios

	Series de términos sin restricción de signos
	Resultados básicos. Convergencia absoluta y conmutativa

	Funciones reales de variable real. Continuidad
	Definiciones y propiedades básicas de las funciones
	Definición y primeras propiedades de las funciones continuas
	Carácter local de la continuidad
	Caracterización de la continuidad
	Intervalos
	Resultados fundamentales sobre funciones continuas
	Funciones continuas e inyectivas
	Continuidad uniforme
	Ejercicios

	Límite funcional
	Concepto de límite funcional
	Relación entre límite funcional y continuidad
	Límites laterales
	Límites en el infinito
	Funciones divergentes
	Álgebra de límites
	Ejercicios


